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La matematica no es un deporte para espectadores; el lector debe acercarse a este 
texto con un lapicero en su mano y un papel a su lado, para verificar con sus propios 
razonamientos y su espiritu critico las afirmaciones que contiene. 

De la misma manera que lograr un nivel adecuado en el juego del tenis requiere tiempo 
y practica, y conseguir tocar cualquier pieza de musica clasica requiere esfue r zo, re- 
compensado por la belleza que su mtisica proporciona, la matematica es una ciencia 
cuyo aprendizaje requiere esfuerzo y practica y cuya recompensa se alcanza por la ele- 
gancia con la que permite resolver problemas propios y de otras Ciencias. 

Esperamos que el lector se esfuerce en comprender los conceptos y resultados que 
se exponen en este Iibro, porque ellos son la base para poder apreciar posteriormente 
varias de las aportaciones que la Ciencia ha dado a la humanidad a traves de los tiem- 
pos y de manera especial en este siglo xx. 

Este libro ha surgido de las clases de Algebra y Geometria impartidas durante varios 
anos a Ios alumnos de primer curso de las licenciaturas de Ciencias Fisicas y Ciencias 
Matematicas en la Universidad Autonoma de Madrid. Ha crecido con la colaboracion 
de varios colegas del Departamento de Matematicas de la citada Universidad; unos apor- 
tando soluciones para la mejor exposicion de algunas lecciones; otros mejorando ideas 
ya plasmadas en papel; otros, finalmente, corrigiendo varias versiones del manuscrito. 
A todos ellos agradezco su desinteresada aportacion en la elaboracion de este libro. 

En el se ha pretendido seguir un esquema que permita al lector adivinar los resulta- 
dos e intuir su demostracion: para ello se dan varios ejemplos antes de enunciar un re- 
sultado y aportar las razones convincentes que lo demuestran. Estas razones son pura- 
mente geometricas cuando ello ha sido posible, como en Ia demostracion de las propie- 
dades de las secciones conicas (capitulo 11) o en la clasificacion de los movimientos 
en el plano (capitulo 10). 

Ejemplos de aplicaciones se dan en varias ocasiones despues de haber concluido la 
demostracion de un importante resultado. Con todo ello se intenta lograr una partici- 
pacion activa del lector en el descubrimiento de las ideas principales de cada capitulo, 
a la vez que Ia oportunidad para que vaya comprobando su nivel de conocimientos. 

Este nivel de conocimientos puede comprobarse tambien intentando solucionar Ios 
numerosos problemas que se proponen al final de casi todas las secciones y de aquellos 
que, a modo de repaso, se incluyen despiles de los capitulos 7 y 13. EI completo apren- 
dizaje de las teorias matematicas se consigue despues de haber resuelto numerosos ejer- 
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cicios. E1 lector debe intentar resolverlos todos, con la seguridad de que estos intentos, 
aunque sean fallidos, le proporcionaran grandes beneficios. | 

De muchos de los problemas se incluyen los resultados al final del libro. La elabora- 
cion de estos resultados ha contado con la participacion de varios Ayudantes del De- 
partamento de Matematicas, a quienes tambien agradezco su contribucion. 

Las Rozas de Madrid I 

Agosto de 1987 
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CAPITULO 1 


RESOLUCION DE SISTEMAS 
DE ECUACIONES LINEALES. 
OPERACIONES CON MATRICES 


1.1. Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales: metodo de eliminacion de 
Gauss 

1.2. Rango de una matriz. Estructura de las soluciones de un sistema 

1.3. Aplicaciones lineales de R" en IR m y operaciones con matrices 

1.4. Inversa de una aplicacion e inversa de una matriz 
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Es posible que el lector este familiarizado con la resolucion de sistemas de 
ecuaciones lineales como el anterior utilizando uno cualquiera de los siguientes 
metodos: 

1) Metodo de eliminacion, que consiste en realizar «operaciones» con las 
ecuaciones dadas hasta eliminar una de ias incognitas. 

2) Metodo de sustitucion, que consiste en despejar una incognita de una de 
las ecuaciones y sustituirla en la otra. 

3) Metodo de Cramer o de los determinantes, que consiste en encontrar las 
soluciones del sistema anterior como un cociente de dos determinantes. 

De todos estos metodos el que resulta menos engorroso cuando se trata de 
resolver sistemas de un gran numero de incognitas es el metodo de eliminacion, 
que recibe el nombre de metodo de eliminacion de Gauss (Carl Friedrich Gauss 
fue uno de los mas prestigiosos matematicos de comienzos del siglo XIX). 

Comenzaremos exponiendo este metodo seguidamente. 


1.1. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES LINEALES: 

METODO DE ELIMINACION DE GAUSS 

EJEMPLO A. Tratemos de resolver el sistema 

x + y = 2) 

3x — y = 2j 

de dos ecuaciones con dos incognitas; una solucion de este sistema es un par de 
numeros (a, b ) que satisface las dos ecuaciones simultaneamente. E1 primer paso es 
multiplicar por 3 la primera ecuacion y restarla de la segunda para obtener el sistema 

x + y= 2) 

-4y=-4j 

A continuacion dividimos entre — 4 (o bien multiplicamos por — £) la segunda 
ecuacion para obtener el sistema 

x+y = 2) 

y-' i 

Restando la segunda ecuacion de la primera se obtiene 


x = 1 

y = i 


Capitulo 1 Resolucidn de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 
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que nos permite obtener facilmente el par de mimeros (1, 1), que es solucion del 
sistema dado. 

Nota. Observar que x = 1, y = 1 satisfacen ambas ecuaciones; el lector debe 
comprobar siempre que el resultado obtenido es correcto sustituyendo los 
valores encontrados en el sistema dado. 

Ejemplo B. Tratemos de resolver el sistema 

X! + 3x 2 +X3= —3 
3xj +9x 2 + 4x 3 = — 7 
2x x — x 2 + x 3 = 6 

de tres ecuaciones lineales con tres incognitas. 

Comenzamos eliminando Xj de las ecuaciones segunda y tercera; esto se consigue 
multiplicando por 3 la primera ecuacion y restandola de la segunda y multiplicando 
por 2 la primera ecuacion y restandola de la tercera. Realizando estas operaciones, el 
sistema anterior se transforma en 

Xj + 3 x 2 + x 3 = —3 
x 3 = 2 

— 7x 2 — x 3 = 12 

Intercambiando las ecuaciones segunda y tercera se obtiene: 

x, + 3 x 2 + x 3 = —3) 

— 7x 2 — x 3 = 12 

x 3 = 2 ) 

A continuacion eliminamos x 3 de la primera y la segunda de las ecuaciones 
restando la tercera de la primera y sumando la tercera y la-segunda. Obtenemos 

Xi + 3x 2 = — 5) 

— 7x 2 = 14 
x 3 =2 I 

Multiplicando por — j la segunda ecuacion se obtiene: 

X! + 3x 2 = —5] 
x 2 =-2, 
x 3 = 2 ) 
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Finalmente, eliminamos x 2 de la primera ecuacion multiplicando por 3 la segunda 
y restandola de la primera; obtenemos: 

*i = lj 
x 2 = — 2 
x 3 = 2| 

que nos da la solucion (1, —2, 2) del sistema. 

Comprobacidn. 1—6 + 2=— 3; 3 — 18 + 8=— 7; 2 + 2 + 2 = 6. 

* * * 

E1 lector se preguntara la razon por la que el metodo utilizado produce la solucion 
del sistema. La respuesta es que las «operaciones» realizadas con las ecuaciones 
transforman un sistema en otro equivalente, es decir que tiene las mismas soluciones. 
Recapitulemos las operaciones realizadas en los ejemplos anteriores que, de ahora en 
adelante, seran llamadas operaciones elementales : 

i) Multiplicar una ecuacion por un numero real no nulo. 

ii) Intercambiar dos ecuaciones. 

iii) Sumar o restar un multiplo de una ecuacion a otra. 

No resulta complicado comprobar que las operaciones elementales transforman un 
sistema en otro equivalente. Por ejemplo, si (a, b, c) es solucion de x x + 3x 2 + x 3 = —3, 
tambien es solucion de 3x!+9x 2 + 3x 3 = —9, ya que 

3a + 9b + 3c = 3(a + 3b + c) = 3(-3)= -9 

De manera similar, si (a, b, c) es tambien solucion de 3xj +9x 2 + 4x 3 = —7, cinco ve- 
ces la ecuacion Xj + Sx^ + x^ — 3 mas la ecuacion 3x 3 + 9x 2 + 4x 3 = — 7 nos da 

8xj +24 x 2 + 9x 3 = —22 
que tiene ( a , b, c) como solucion, ya que 

8a + 24b + 9c = (5a+ 15b + 5c) + (3a + 9b + 4c) = 5( — 3) — 7= —22. 

Resumiendo, podemos decir que el metodo de eliminacion de Gauss consiste en 
reducir un sistema dado a otro equivalente, lo mas sencillo posible, mediante operacio- 
nes elementales. 

Puede observarse que la repeticion de las incognitas y de los signos + en los 
ejemplos anteriores es innecesaria. Si eliminamos estos simbolos en el ejemplo B, el 
sistema queda reducido a la siguiente ordenacion rectanguiar, que llamaremos matriz: 

1 3 1 — 3\ 

3 9 4 -7 
2-11 6 , 
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/13-1 1 l\ / 13-1 1 l\ /13-1 1 

0 1 0-1 0 — ♦ 0 1 0-10 - 5 -* 0 1 0-1 

\0 7 0 2 9 / f3_7F2 \o 0 0 9 9 / \o 0 0 1 

/13-10 0\ /10—10 — 3\ 

iii) 0 1 0 0 1 — * 0 1 0 0 1 

7 _ F » f t -3F 2 

f! + f 3 \o 0 0 11/ \o 0 0 1 l/ 



Esta liltima matriz corresponde al sistema 

xi-x 3 = -3 
x 2 = 1 • 
x 4 = 1 

Claramente x 2 = 1 y x 4 = 1, pero de la primera ecuacion no pueden encontrarse x t y x 3 ; 
simplemente, dado un valor, c, a x 3 se obtiene un valor x x = — 3 + c para x^ y las 
soluciones del sistema son: 


Xj = -3 + c 
x 2 = 1 
x 3 = c 
x 4 = 1 

o bien ( — 3 + c, 1, c, 1), para todo mimero real c. Este sistema tiene infinitas soluciones 
que se obtienen dando valores a c. jRealizar la comprobacion! 

* * * 


Las dos matrices finales de los ejemplos B y C pueden escribirse de la forma 

/10 0 1\ /10-10 — 3\ 

ojl 0 -2 y o ] 1 0 0 1 

\o ol_L 2/ \o 0 oj_L 1/ 

Estas dos matrices tienen en cormin que por ellas puede trazarse una «escalera 
descendente» tal que: 

1) Cada peldano tiene altura uno. 

2) Debajo de la escalera todos los elementos de la matriz son cero. 

3) En cada esquina de un peldaflo aparece el mimero 1. 

4) Toda columna que contiene un 1 en una esquina de un peldaflo tiene todos los 
demas elementos nulos. 


! 


; 
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Toda matriz que posee estas propiedades sera denominada una matriz escalonada. 
El metodo de eliminacion de Gauss consiste entonces en reducir la matriz de un sistema 
dado a una matriz escalonada mediante operaciones elementales. 

Ejemplo D. Para resolver el sistema 

Xi-x 2 + x 3 = l 
2xj+x 2 + x 3 =0 
2xj— 2x 2 + 2x 3 = 3 

escribimos su matriz ampliada y la transformamos mediante operaciones elementales 
hasta reducirla a una matriz escalonada: 


/1 -1 1 1\ /1 -1 1 l\ /l -1 1 

2 110 — — * 0 3-1-2 0 1-1/3 

F 2 2 Fi 3 F 2 

\2 -2 2 3/ F >" 2f ' \0 0 0 1 / \0 0 0 

/1 0 2/3 l/3\ /1 0 2/3 0\ 

'») , 0 1 -1/3 —2/3 o l 1 -1/3 0 

F,+f2 \o 0 0 1/ + \o 0 0 J_/ 



Esta ultima matriz corresponde al sistema 

x,+(2/3)x 3 = 01 
x 2 —(1/3) x 3 = 0 j 

0=1 I 


que, obviamente, no tiene solucidn, ya que 0/1. 

* * * 

Observacion. E1 proceso que se sigue al aplicar a un sistema particular el 
metodo de eliminacion de Gauss no es unico, como el lector habra podido 
comprobar si ha intentado realizar por su cuenta alguno de los ejemplos C o D. 
Sin embargo, la matriz escalonada de un sistema dado es unica, ya que produce 
las soluciones del sistema. La demostracion completa de este resultado no es 
sencilla. 

* ♦ * 

A continuacion damos algunas definiciones relativas a los sistemas hasta ahora 
estudiados. Una expresion de la forma 

a n*i +« 12 x 2 H t-a ln x„=bi 

a 2 1 xj + u 22 x 2 + • • • + a 2n x„ = b 2 

l x l + tt m 2 x 2 + ” " + &mn x n = 



UNIYERSIDAD DE LA REPOBLICA 
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donde los a tj son numeros reales, se denomina un sistema de m ecuaciones lineales con n 
incognitas. Una solucion de (I) son n numeros (s^, s 2 , ..., s„) tal que al sustituir Xj por s y 
se obtiene una igualdad en todas las ecuaciones del sistema'. 

Si el sistema posee al menos una solucion se dice que es compatible y si no posee 
ninguna solucion se dice que es incompatible', si un sistema es compatible y tiene una 
unica solucion se dice que es determinado y si tiene mas de una solucion se dice que es 
indeterminado. 

Los sistemas de los ejemplos A, B y C son compatibles, mientras que el del ejemplo 
D es incompatible. En los casos de compatibilidad, el del ejemplo C es indeterminado 
y los sistemas de los ejemplos A y B son determinados. 

Los distintos casos que pueden presentarse en un sistema quedan caracterizados 
por la matriz escalonada que se obtiene en cada sistema. Recordemos que 

«12 « 1 „\ 

«22 ••' «2n 

«m2 ■•• «m„/ 

se denomina la matriz de los coeficientes del sistema, y 

■•• «i„ M 

■ « 2 „ h i 

«m„ h m / 


es la matriz ampliada del sistema. Las matrices escalonadas de la matriz de los 
coeficientes y de la matriz ampliada de los sistemas de los ejemplos B, C y D son las 
siguientes: 



Matriz escalonada de la 
matriz de los coeficientes 

Matriz escalonada de la 
matriz ampliada 

Ejemplo B 

/1 0 0\ 

Hi) 

/100 1\ 

Oll 0 -2 

Vo 01 1 21 

Ejemplo C 

/1 0 -1 0\ 

01 1 0 0 

Vo 0 oli/ 

/10-10 — 3\ 

0 1 0 0 1 

Vo o oi i/ 

Ejemplo D 

/1 0 2/3 \ 

0l 1 -1/3 

/1 0 2/3 0\ 

T| 1 -1/3 0 

Vo 0 0/ 

Vo 0 o 11/ 


Si convenimos en escribir: 

/> = nurnero de peldanos de una matriz escalonada de A, 
/9 = numero de peldanos de una matriz escalonada de A, 
n = numero de incognitas del sistema, 


/« 11 «12 
«21 «22 

«m 1 «m2 


/«1 


A = 




\«ml 


ias diferencias, en cuanto a soluciones, de los ejemplos anteriores quedan plasmadas en 
el siguiente cuadro: 



P 

P 

n 

Ejemplo B 

Sistema compatible 
determinado 

3 

3 

3 

Ejemplo C 

Sistema compatible 
indeterminado 

3 

3 

4 

Ejemplo D 

Sistema incompatible 

2 

3 

3 


La observacion detenida de este cuadro sugiere el siguiente resultado: 

TEOREMA 1 (Rouche-Frobenius) 

1) Un sistema es compatible determinado si y solo si p = p = n. 

2) Un sistema es compatible indeterminado si y solo si p = p<n. 

3) Un sistema es incompatible si y solo 'si p<p. 


Nota. Las definiciones de p,pyn pueden encontrarse entre los dos cuadros 
anteriores. 


i 


Demostracion. Observemos en primer lugar que basta demostrar las implicacio- 
nes: 


a) si p=p = n, el sistema es compatible determinado, 

b) si p=p<n, el sistema es compatible indeterminado, 

c) si p<p, ei sistema es incompatible, 

ya que el resto de las implicaciones contenidas en el teorema se deducen de estas tres. Se 
anima al lector a que compruebe esta ultima afirmacion. 


a) Si p=p = n, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma 



o 

d A columna n 



fila n 


Por tanto, =d x x 2 = d 2 , ..., x n =d n es su unica solucion y el sistema es compatible y 
determinado. 
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b) Si p = p<n, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma 



donde los rectangulos sombreados representan matrices. Si las columnas con i en una 
esquina de un peldaflo corresponden a las incognitas x t =x„,, x ni , ..., x„ r se tiene que 

=d u x ni =d 2 , ..., x Kr =dp, xj= 0, V/Vnj, n 2 , .... n p 

es una solucion del sistema. Por tanto, el sistema es compatible. 

Falta demostrar que el sistema es indeterminado. Si todas las matrices sombreadas 
son nulas, el sistema es equivalente a 



Puesto que p<n, alguna incognita, digamos x k , no aparece en el sistema anterior y, 
por tanto, x k puede tomar cualquier valor, con lo cual se obtienen infinitas soluciones 
del sistema. 

Supongamos, por tanto, que no todas las matrices sombreadas son nulas. Sea 



una columna no nula de una de estas matrices correspondiente a la incognita x k . 
Dando al resto de las incognitas distintas de x nj , j= 1, 2, ..., p, y x k el valor cero, 
tenemos 

x ni +eix k = d u x ni +e 2 x k = d 2 , ...; x ne + e t x k = d,; x„ e+l =d e+1 ;--; x n =d p 

lo cual nos da inflnitas soluciones del sistema dando valores a x k . E1 sistema, por tanto, 
es indeterminado. 


! 
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c) Si p<p, la matriz escalonada B de este sistema es de la forma 



0 0 1 


La (p+l)-esima fila de B nos da la ecuacion 0=1 y, por tanto, el sistema es 
incompatible. _ 

* * * 

Finalmente, el sistema (I) se dice que es homogeneo si todds los b = 0 y no 
homogeneo si al menos uno de los bj es distinto de cero. J 

A1 realizar operaciones elementales con la matriz ampliada 



/« n 

«12 ’ 

" flln 

°\ 

A = 

fl 21 

«22 

•• «2n 

0 



«m2 

^mn 

0 / 


de un sistema homogeneo, la ultima columna esta siempre formada por ceros; por 
tanto, nunca puede tener mas peldaflos que la matriz escalonada de A. Asi pues, para 

un sistema homogeneo p=p y por el teorema de Rouche-Frobenius el sistema es 
siempre compatible. 

Este resultado puede demostrarse mas facilmente observando que Xj = 0, x 2 
= 0, ..., x„ = 0 es siempre solucion de un sistema homogeneo; esta solucion se denomina 
tnvial. St un sistema homogeneo posee soluciones distintas de la trivial es indetermina- 
do, y para esto es necesario y suficiente, segun el teorema de Rouche-Frobenius, que p 
= p<n. 

Ejemplo E. Queremos demostrar que el sistema homogeneo 

^ 1 +^ 2 - x 3 ~ x 4 = 0j y 
2x ^ x 2 + x^ 2 x 4 = 0j 

es indeterminado. Realizando operaciones elementales con su matriz ampliada se tiene: 

1 -1 -1 0\_^/l 1 -1 -1 0\ 0 

\2 -1 1 -2 0/ \0 -3 3 0 0/V 

f l 1 — 1 — 1 0 \ /1 0 0 -1 0 \ 

\° 1-1 0 o)-(J h -1 0 0 ) 

Como 2 = p=p<n = 4, se obtiene el resultado deseado. 
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Sus soluciones se obtienen escribiendo el sistema correspondiente a la matriz 
escalonada: 

x, — x 4 =0 

x 2 -x 3 =0 

Haciendo X 3 = c ls x 4 = c 2 se tiene: 

Xi=C 2 
X 2 = Ci 

*3 = G 
x 4 = c 2 

donde c x y c 2 son numeros reales cualesquiera. 

EJERCICIOS 1.1 

1. Encontrar todas las soluciones (si existen) de cada uno de los siguientes sistemas de 
ecuaciones lineales mediante el metodo de eliminacion de Gauss: 

a ) xi+x 2 = l) b) Xi+x 2 =ll 
x t — x 2 = — 1 J 2 xi+x 2 =0J 

2. Utilizar operaciones elementales para reducir las matrices dadas a su matriz 
escalonada. 

a) /l 3 7 4\ b) /0 0 l\ 

6-5-12 010 

\7 -2 6 1/ \l 0 0/ 

3\ d) [2 3 1 -4 2\ 

1 121-23 

1 \l 1 0 2 1/ 

l/ 

3. Resolver los siguientes sistemas mediante el metodo de eliminacion de Gauss: 

a) 2x t +x 2 + x 3 = 3 1 b) x^ +2x 2 +4x 3 = 1 ) 
x i — x 2 + x 3 =0 Xi+x 2 + 3x 3 = 2 

3xj— x 2 + 2x 3 = 2 ! 2xi + 5 x 2 +9x 3 = 1 ! 
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d) 2x, -2x 2 + x 4 = -3 
2xj + 3 x 2 + x 3 — 3x 4 = -6 

> 

3x 1 + 4 x 2 — x 3 + 2 x 4 = 0 
x, + 3 x 2 + x 3 — x 4 = 2 . 

e ) 3 x,+x 2 '— x 3 + 2x 4 — 7 = 0 J /) Xj+x 2 + x 3 = 3 

2xj — 2x 2 + 5x 3 — 7x 4 — 1 =0 2 x,-x 2 + 3x 3 = 4 

— 4xj — 4x 2 + 7x 3 — 11 x 4 +13 = o) 3xj+x 2 — x 3 = 3 

2xj — 2x 3 = 0 

g ) Xj + 2 x 2 + 3x 3 = 2 h ) x, -3x 2 + 2x 3 = 0 ] 

xi-x 2 + x 3 =0 — x, — 2 x 2 + 2x 3 = 0 j 

x i + 3x 2 — x 3 = —2 — 2xj +x 2 = 0 ) 

3xj+4x 2 + 3x 3 = 0 

j ) Xj+x 2 + x 3 -6 = 0 

Xj + 2x 2 + 2x 3 -9 = 0 
Xj +2x 2 + 3x 3 — 10 = 0 


4. Utilizar el teorema de Rouche-Frobenius para realizar un estudio del numero de 
soluciones de los siguientes sistemas: 

a) Xi+2x 2 — x 3 = lj b) 3xj + 2x 2 + x 3 +x 4 — x 5 = 3) 

x 2 + x 3 = 2, Xj +2x 3 + x 5 = 3J ’ 

Xj + 3 x 2 = 3 I 

c) 2 xi+x 2 = 51 

Xi-X 2 = 1 

x i + 2x 2 =0 I 

5. Demostrar que el sistema 

«u x i-! fli 2 x 2 = 0) 

«21 x i + Q22*2 = 0j 

es compatible indeterminado si y solo si «iia 22 -ai 2 a 2 i =0. 


i ) Xi+x 2 +x 3 + x 4 = 0 
x 2 — x 4 = 5 
x i +x 3 -)/ 2 x 4 = 1 
Xj + 2 x 2 = 0 


c) 2 xj — x 2 + 3 x 3 = 9 ] 
3 .\'i - 5 x 2 + x 3 = —4 
4 xj 7 x 2 +x 3 = 5 1 
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1.2. RANGO DE UNA MATRIZ. ESTRUCTURA DE LAS SOLUCIONES 
DE UN SISTEMA 

En la seccion anterior se observo que el numero de peldaflos de la matriz 
escalonada de un sistema es importante para determinar la compatibilidad o incompa- 
tibilidad de un sistema. En esta seccion se relacionara este numero con el importante 
concepto de rango de una matriz. Ademas, se estudiara la estructura de las soluciones 
de un sistema de ecuaciones lineales. 

En los ejemplos de la seccion anterior se ha observado que las soluciones de un 
sistema pueden escribirse de la forma 

(Ul> <*2> •••> a n) 

donde a u a 2 , ..., a„ son numeros reales. Un elemento de esta forma recibe el nombre de 
vector y se denota por 

d = (a lt ^ 2 > ■••> a n) 

Los numeros reales a ( , j = 1, 2, ..., n, reciben el nombre de componentes del vector a; a t 
se denomina primera componente, a 2 segunda componente, y asi sucesivamente. E1 vector 
D es el vector cuyas componentes son todas nulas. Dos vectores ~a=(a u a 2 , ..., a„) y b 
= (b u b 2 , ..., b„) son iguales, y escribiremos a=B, cuando a x = b 2 , a 2 = b 2 , ..., a„ = b„. 

Los vectores no solo aparecen como soluciones de un sistema de ecuaciones 
lineales, sino que tambien aparecen en las filas o en las columnas de una matriz, en 
cuyo caso reciben el nombre de vectores fila o vectores columna de la matriz. Por 
ejemplo, la matriz 

I 12 0 l\ 

2 1 3 0 

\-i 2 V 

tiene como vectores fila 

<f=(l, 2, 0, 1), V = (2, 1,3,0), ?=(_!, 2, -1, 1) 


y como vectores columna: 

7=(1, 2, — 1), e=(2, 1,2), ?=(0, 3, -1), g=( 1,0,1) 

Nota. A veces los vectores columna de una matriz se escriben en notacion 
vertical de la forma 
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Las definiciones que daremos con vectores no dependen de la notacion que se utilice 
para representarlos. En este texto apareceran las dos notaciones indistintamente. 

A1 resolver un sistema por el metodo de eliminacion de Gauss se han realizado 
ciertas operaciones con los vectores fila de su matriz ampliada, que recibian el nombre 
de operaciones elementales. Estas operaciones son la suma de vectores : 

a+V = (a u a 2 , ..., a„) + (b u b 2 , ..., b„) = (a^ + b u a 2 + b 2 , ..., a„ + b„) 
y la multiplicacion de un vector par un numero real c: 

f 

ca =c(a u a 2 , ..., a„)=(ca u ca 2 , ..., ca„) 

Las operaciones con vectores poseen las siguientes propiedades, que se dejan como 
ejercicio para el lector: 


(Sj) a +b =b +d (conmutativa) 

(5 2 ) (d+V) + c =a +(F+c) (asociativa) UWIYERSIDAD r 

(5 3 ) l$ + a-a + l) = a FACULTAD r 

(5 4 ) a+(-a) = (-a) + a='0, donde (-a) = (-l)a DEFarta 

(MJ c(a+V) = ca+cb DOCUMENTACio, 

(M 2 ) (c + d)a=ca+da Montevidec 

(M 3 ) c(dd) = (cd)d 
(M 4 ) ld=d 

Nota. E1 vector ( — a’) = (— l)a' se denomina opuesto de d. 

Dado un conjunto de vectores {a' 1 , d 2 , ..., a s }, una expresion de la forma 


I^NIYERSIDAD DB LA refdruca 

FACULTAD DF C'TT 
DEFARTA MENTO 

DOCUMENTACiON Y BIBLIOTECA 
MONTEVIDEO - URUGUAY 


d^a t + dja 2 + • •• + d s a s 

donde los d Jf j= 1, ..., s, son numeros reales, se dice que es una combinacidn lineal de los 
vectores dados. 

Un vector d se dice que es combinacidn lineal de los vectores {a u d 2 , ..., a s } si 
existen numeros reales d u d 2 , ..., d s tal que 

a =d^a i + d 2 a 2 + •■• + dja s 

E1 vector 7) es combinacion lineal de cualquier conjunto de vectores, ya que basta 
tomar todos los dj= 0. La expresion anterior puede escribirse de la forma 

d 1 a i +d 2 a 2 + ---+ d s a s + ( — 1)7?=D 


donde no todos los coeficientes de los vectores son nulos (el coeficiente de a es —1). 
Esto sugiere la siguiente definicion. 
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Definici6n 1 — 

i) Un conjunto de vectores a u a 2 , .... a k es linealmente dependiente si existen 
numeros d k , d 2 , ..., d k , no todos nulos, tal que 

djii +d\ja 2 d ^d k a k =~() 

ii) Un conjunto de vectores a u a 2 , ..., a n se dice linealmente independiente si no 
son linealmente dependientes, es decir, cualquier expresion del tipo 

djU ^ +d 2 a 2 + • • • + d k a k = "0 

implica necesariamente que d l =d 2 = --- = d k = 0. 

Ejemplo A. Queremos estudiar si los vectores a y =(2, 1) y a 2 ={ 1, 1) son lineal- 
mente dependientes o independientes; para ello tratemos de encontrar dos mimeros d x 
y d 2 tal que 

d k ( 2, l)+d 2 (l, 1) = (0, 0) 

Puesto que dos vectores son iguales si y solo si sus componentes correspondientes 
coinciden, la igualdad anterior puede escribirse de la forma 

2d x + d 2 = 0) 
d j +d 2 =0J 

que es un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas. Realizando operaciones 
elementales con la matriz de este sistema se tiene: 


'2 1 0\jo/l 1 0\j^/l 1 0\ 

i i oj ^ ^2 i -1 0/ 





Como p = p = 2 = numero de incognitas y el sistema es homogeneo, solo tiene la 
solucion trivial d x = d 2 = 0. Esto implica que los vectores a x , a^ son linealmente 
independientes. 

* * * 


Ejemplo B. Para estudiar si los vectores a^fl, 1, 3), a 2 =(0, 1, 2) y a 3 -(l, 2, 5) 
son linealmente dependientes o independientes formamos la expresion 


d x { 1, 1, 3) + d 2 (0, 1, 2) + d 3 (l, 2, 5) = (0, 0, 0) 
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que puede escribirse de la forma: 

d\ +d 3 =0 I 
d x + d 2 + 2 d 3 = 0 > 

3 d x + 2 d 2 + 5 d 3 = 0 I 

Puesto que 

1 1 0 1 0 \ / 1 0 1 0 \ / 1 0 1 o\ 

112 0 0 1 1 0 J 1 1 0 

\3'T 5 0 j \0 2 2 0 j \0 0 0 0 y 

se tiene que p=p = 2 <3 = mimero de incognitas y, por tanto, el sistema posee soluciones 
no triviales: los vectores dados son linealmente dependientes. 

Si queremos encontrar una combinacion lineal de los vectores anteriores basta 
resolver el sistema anterior; dicho sistema es equivalente a 

d x + d 3 = 0) 

d 2 + d 3 = 0J 

de acuerdo con las operaciones elementales anteriormente realizadas. Haciendo d y =c, 
se tiene d x = —c, d 2 = —c. Como caso particular de c podemos tomar c= — 1, con lo 
cual d x = 1, d 2 = 1, y se tiene: 

1(1, 1, 3)+ 1(0, 1, 2)— 1(1, 2, 5) = (0, 0, 0) 

como facilmente puede comprobarse. 

* * * 

En los ejemplos anteriores se habra observado que unicamente es necesario escribir 
la matriz cuyas columnas son los vectores dados y realizar en ella operaciones 
elementales para estudiar la dependencia o independencia lineal de un conjunto de 
vectores. Si el numero de peldaflos coincide con el numero de columnas (o equivalente- 
mente la matriz escalonada es la identidad) los vectores son linealmente independientes 
y en caso contrario son linealmente dependientes. 

DEFINIClON 2 ( Rango de un conjunto de vectores y 

rango de una matriz) 

i) Se denomina rango de un conjunto de vectores al mayor numero de ellos 
que son linealmente independientes. 

ii) Se denomina rango de una matriz A, y se denota por r{A), al rango de sus 
vectores columna. 
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E1 rango de Ios vectores del ejemplo A es 2, ya que son linealmente independien- 
tes. 

E1 rango de los vectores del ejemplo B es menor que 3, ya que son linealmente 
dependientes. 

En estos momentos es conveniente resaltar la forma de calcular el rango de 
una matriz. Dada la matriz 



se consideran los vectores 



de entre los cuales hay que determinar el mayor numero de ellos que sean linealmente 
independientes. 

En primer lugar es necesario estudiar si los n vectores son linealmente independien- 
tes, es decir, si el sistema homogeneo 

XiO - ! +x 2 a 2 -l hx„a„ = ~0 (1) 

posee unicamente la solucion nula. En caso de que posea unicamente la solucion nula, 
el rango de la matriz es n. Observar que para determinar si (1) posee soluciones no 
nulas unicamente es necesario reducir la matriz A a su forma escalonada. 

Si los n vectores son linealmente dependientes, es necesario estudiar si alguno de los 
posibles subconjuntos de n— 1 vectores de entre los n anteriores es linealmente 
independiente. 

Si estos subconjuntos de n — 1 vectores son todos linealmente dependientes es 
necesario estudiar todos los subconjuntos de n — 2 vectores. E1 proceso termina cuando 
encontremos por primera vez unos cuantos vectores de entre los anteriores que sean 
linealmente independientes. 

En teoria puede parecer complicado y largo calcular el rango de una matriz. En la 
practica, sin embargo, resulta sencillo, como se muestra en el ejemplo siguiente. 


Ejemplo C. Para encontrar el rango de la matriz 

1 13 2 1 

/4= 1 0 -1 -2 

\3 4 1-2 
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comenzamos resolviendo el sistema 



de tres ecuaciones con cuatro incognitas. Puesto que 

1 13 2 l\ /l 3 2 l\ / 1 3 2 l\ 

1 0 —1 -2 0 -3 -3 -3 -22> 0 -3 -3 -3 

\3 4 1-2 j \0 —5 —5 —5 J \0 0 0 

I 1 3 2 l\ / 10—1 — 2\ 

0 1 1 1 | p | 1 i i 

y 0 0 0 0 / 0 0 0 0 J 


el sistema posee soluciones no triviales. Por tanto, los cuatro vectores columna de la 
matriz son linealmente dependientes. 

Si tomamos tres de ellos, por ejemplo, los tres primeros, la matriz escalonada del 
sistema que ellos forman es 



ya que se obtiene realizando las mismas operaciones elementales que antes sobre las 
tres primeras columnas de la matriz. Estos tres vectores son, por tanto, linealmente 
dependientes. 

E1 lector puede comprobar que cualesquiera tres vectores de entre los anteriores 
son linealmente dependientes 

Finalmente, si tomamos los dos primeros vectores, el sistema 




y, por tanto, son linealmente independientes. 
Concluimos, entonces, que r(A) = 2. 


* * * 
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E1 lector habra podido observar en el ejemplo anterior que el rango de una matriz 
coincide con el numero de peldaflos de su matriz escalonada. Este resultado se 
demuestra a continuacion. 

Teorema 1 

E1 rango de una matriz coincide con el numero de peldaflos de su matriz 
escalonada. 

Demostracion. Sea A una matriz de la forma 



y denotemos por a u a 2 , .... a„ sus vectores columna. Sea p el numero de peldaflos de 
una matriz escalonada de A. Esta matriz escalonada es de la forma: 



E1 sistema homogeneo 

x {a ni + x 2 a ni + • • • + x p a np = 1) 

correspondiente a las columnas no sombreadas de la matriz tiene unicamente la 
solucion trivial, ya que su matriz escalonada es 



Hemos demostrado, por tanto, que la matriz A posee al menos p vectores columna 
linealmente independientes. 
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E1 teorema quedara demostrado si probamos que no existen mas de p vectores 
columna de A que sean linealmente independientes. 

Tomemos q vectores columna a mi ,a m2 , ...,a mt de +, con q>p. E1 sistema 

Xiflm, +x 2 a m2 + ---+x q a mt = l) (2) 

posee una matriz escalonada con p peldaflos como maximo, ya que la matriz escalona- 
da de A tiene p peldaflos. Puesto que el sistema anterior tiene q incognitas y, q es 
mayor que p, (2) es indeterminado. Por tanto, los q vectores dados son linealmente 
dependientes. g 

Ejemplo D. Para calcular el rango de los vectores a , =(1, 1, 3), a 2 =(2, 2, 6) y a 3 
= (2, —1, 5) escribimos la matriz 



cuyas columnas son los vectores dados, y realizamos sobre ella operaciones elementa- 
les: 


/l 2 2 \ / 12 2 \ /l 2 2 \ 

12-1-^00-3 -^00 1 

\3 6 5 j \0 0 -1 ] \0 0 -1 j 



Puesto que el numero de peldaflos de la matriz escalonada es 2, del teorema anterior 
deducimos que el rango de los tres vectores dados es 2. 

* * * 

E1 teorema 1 nos permite escribir el teorema de Rouche-Frobenius utilizando el 
rango de una matriz, tal y como se hace en la mayor parte de la literatura matematica. 

Teorema de Rouche-Frobenius (vease la seccion 1.1) 

Dado un sistema de m ecuaciones lineales con n incognitas, con matriz de sus 
coeficientes A y matriz ampliada +, se tienen los siguientes resultados: 

0 E1 sistema es compatible determinado si y solo si 


r(A) = riA) = n 
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* * * 

A continuacion se realiza el estudio de la estructura de las soluciones de un sistema. 
Comenzamos con un sistema homogeneo de m ecuaciones y n incognitas: 


,X, + a 12-^2 + ’** "i" a in X n ^ 
a 2 1^1 + a 22*^2 ' “1" a 2n X n ^ 

^ml'^l "h a m2 X 2 + ' + Qmn X n ~ ® 

Sabemos que todo sistema homogeneo posee la solucion trivial 0 = (0, 0, 0) y, por 

tanto, es compatible. Demostraremos a continuacion que si es indeterminado ha de 
tener infinitas soluciones. 

ProposiciOn 2- — 

i) Si u=(u u « 2 , ..., u„) es una solucion del sistema homogeneo (I), cu es 
tambien solucion del mismo sistema para todo numero real c. 

ii) Si u=(u u u 2 , ..., u n ) y v=(v u v 2 , ..., v„) son soluciones del sistema homoge- 
neo (I), u +Tt tambien lo es. 

Demostracion. Si i? es solucion de (I) se tienen las igualdades: 

a u Ui+ a l2 u 2 + '-+a ln u n = 0 
a 2 iUi + a 22 u 2 + •• • + a 2n u n =0 

a ml U l+ a n2 a 2-t 1 ~ a mn U n = ® 

Multiplicando por el numero real c cada una de estas igualdades se obtiene el 
resultado deseado. 

Si, ademas, ~v es solucion de (I) se tienen las igualdades: 

anl+ + a 1 2^2 + * * * + a ln^n =0 

a 2 1^1 + a 22 v 2 + --+a 2 „v n =0 

a m \V i + a„ 2 c 2 -i ba mn u„ — 0 
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Sumando las correspondientes igualdades se obtiene: 

a i i(“i + ”i) + a i 2 (w 2 + v 2 ) + — + a,„(u„ + u„) = 0 

a 2l( U l + v l) + a 2 2 ( M 2 + v l) 3 h a 2n( M n + U„) =0 


a ml( M l + Pl) + a m 2 ( M 2 +V 2 )+-+ a m „(u„ + U„) = 0 
lo cual prueba que u +TT es tambien solucion del mismo sistema. ■ 

Proposici6n 3 

Si el sistema homogeneo (I) es indeterminado existen k vectores, u u u 2 , ..., u k , 
linealmente independientes de manera que todas las soluciones de (I) son 
de la forma 

c,!?! +c 2 u 2 H 1- c k H k 

con los Cj mimeros reales. Ademas, k = n-r(A), donde A denota la matriz de los 
coeficientes del sistema (I). 

Es conveniente ilustrar con un ejemplo el resultado de la proposicion 3. 
EJEMPLO E. Tratemos de encontrar las soluciones del sistema homogeneo 

2x, -3x 2 +x 3 -x 4 + 2x 5 =0 
3xi— x 3 + x 4 =0 
Xi + 3 x 2 — 2x 3 + 2x 4 — 2x 5 =0 

Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de sus coeficientes se 
obtiene: 

/2 -3 1 -1 2\ /l 3-2 2 -2\ 

3 0-110 — > 30-110 

V 3 -2 2 -2/ \2 -3 1 -1 2/ 
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Haciendo x 3 = c l5 x 4 = c 2 y x 5 = c 3 se tiene que 

1 1 

*i=-c 1 --c 2 + 3c 3 
5 5 1 

x 2~9 C i _ 9 C2_ 3 C3 

Las soluciones de este sistema pueden escribirse de la forma: 


(\ 1 , 5 5 i 

(*!, X 2) x 3> x 4 , x 5 ) = ( - c x — -c 2 + 3 c 3 , -Cj--C 2 --C 3 , c x , C 2 , c 3 1- 

= Cl G’ 9’ °) + C2 ( _ 3’ _ 9’ °’ °) + 


+ c 3 3, --, 0, 0, 1 


Los vectores 

«*! = ( 5 * 9 ’ 1> 0’ 0 )’ = J- 0 ) y iT 3 = (3, 4 0,0, 1 ) son lineal- 

mente independientes, ya que si tenemos 

dJl-L +d 2 u 2 +d 3 u 3 = 15, 

igualando las tres ultimas componentes de la izquierda a cero se deduce que d x =d 2 
= d 3 = 0. 

Observar, finalmente, que el numero de vectores linealmente independientes es 3 = n 

— r ( A ). 


Demostracion de la proposicion 3. Supongamos, para simplificar, que la matriz 
escalonada de este sistema es de la forma 


1 0 0 


0 Un • 

•• «11 

0 u 2 i 

'• «2 k 

' O 


1 «„i ’ 

■ u pk 


Columna n = p + k 
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donde p = r{A). Tomar 

“i=(-«n, -«21, ■■■, -«pi, h 0 , 0 ) 

“2 =(-«n, -«22, -, -« p 2, 0 , 1 , ..., 0 ) 

u k = (~ u lk, —«21, — > — «pk, 0, 0, •■•, 1) 

Por un razonamiento analogo al del ejemplo E se concluye que toda solucion de (I) es 
de la forma 

djt?! +d 2 u 2 H ydkMk- 

Ademas, los /c-vectores u k ,u 2 , ...,u k son linealmente independientes, ya que si 
tenemos una combinacion lineal de ellos de la forma 

diU 1 + d 2 u 2 H h d k u k = 13 

las n—p ultimas componentes de cada uno de ellos producen las igualdades d t =d 2 
= • • • = d k = 0. Por tanto, los /c-ve ctores dados son linealmente independientes. ■ 

* * * 

La estructura de las soluciones de un sistema no homogeneo se deduce de la 
estructura de las soluciones de un sistema homogeneo. 

Sea 

flnXi+a 12 x 2 + --- + fl 1 „x„ = bi 

a 2i x i +«22*2 3 h a 2n x„ = b 2 

«mi*i + a m 2*2 + • • • + a m „x„ = b n 

un sistema de m ecuaciones con n incognitas. Se denomina sistema homogeneo asociado 
a (II) el sistema que se obtiene sustituyendo los bj de la derecha del sistema por ceros. 

ProposiciOn 4 

SiTT es una solucion de (II), todas sus soluciones son de la formaTf +TT, donde 
u es solucion de su sistema homogeneo asociado. 

Demostracidn. Si vv es otra solucion de (II) escribimos 

vv=Tf + (vv — TT) 

y observamos queTT = vv— "f es una solucion del sistema homogeneo asociado, ya que vv 
y ~v son ambas soluciones del sistema (II). ■ 
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Las proposiciones 3 y 4 nos permiten enunciar el siguiente resultado. 

Teorema 5 

Sea T? una solucion de (II). Existen k vectores u u u 2 , ..., u k linealmente 
independientes, tal que todas las soluciones de (II) son de la forma 

T + c^u^ + c 2 a 2 H h c k u k 

donde los c k son ntimeros reales y u u u 2 , ..., u k son soluciones del sistema 
homogeneo asociado a (II). 

Ademas, k = n — r(A), donde A es la matriz de los coeficientes del sistema. 

Nota. La expresion tf Ac^u^ +c 2 ti 2 -\ \-c k u k se denomina solucion gene- 

ral del sistema y tf se denomina una solucion particular del sistema. 


EJERCICIOS 1.2 

1. Demostrar las propiedades (S,), (S 2 ), (S 3 ) y (S 4 ), (M x ), (M 2 ), (M 3 ) y (M 4 ) de la suma 
de vectores y de la multiplicacion de vectores por un numero real. 

2. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o 
independientes y en caso de que sean linealmente dependientes, encontrar una combi- 
nacion lineal entre ellos: 

a) {(1, 2), (2, 4)} 

b) {(3, 5, 1), (2, 1, 3)} 

c) {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (0, — 1, 1)} 

d ) {(1, 0, 1, 0), (2, 1, 3, 1), (0, 1, 1, 1), (2, 2, 4, 2)} 

3. Calcular el rango de los siguientes conjuntos de vectores: 
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1.3. APLICACIONES LINEALES DE R" EN JT Y OPERACIONES 
CON MATRICES 

En esta seccion deduciremos las operaciones con matrices a partir de las operacio- 
nes que pueden realizarse con aplicaciones lineales. Tales operaciones con matrices 
seran necesarias para un estudio posterior de la resolucion de sistemas de ecuaciones 
lineales. Comenzaremos con el concepto de aplicacion entre conjuntos. 

Dados dos conjuntos S y T, toda ley que asocia a cada uno de los elementos de S 
un elemento de T como maximo se denomina una aplicacion de S en T. Si a esta ley la 
representamos con la letra / se acostumbra a escribir /: S i— ► T, lo cual se lee «/ es una 
aplicacidn de S en T». E1 elemento de T asociado con el elemento s de S se escribe 
mediante f(s) y recibe el nombre de imagen del elemento s. 

Ejemplo A. 1) Si R denota el conjunto de los numeros reales,/: R dada por 

f(x) = 3x, es decir, a cada numero real le asocia su triple, es una aplicacion. 

2) Si N denota el conjunto de los numeros naturales, 0, 1, 2, 3, ..., la ley 
/: PsJ i — » que asocia a todo numero natural n su cuadrado, es decir, f(n) = n 2 , es una 
aplicacion. 

3) Si S = {1,2, 3,4} y T = {1, 2} y defmimos /(1)= 1, /(2)= 1, /(3) = 2, /(4) = 2 
(observese la figura 1.2), se tiene una aplicacion de S en T. 
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Figura 1.2 


Nota. Cuando una aplicacion esta defmida en un conjunto de numeros 
(naturales, enteros, racionales, reales, etc.) y sus imagenes estan tambien en 
un conjunto de numeros, se suele utilizar la palabra funcion en lugar de «aplica- 
cion». En algunos casos se suele utilizar la palabra transformacidn en lugar de 
«aplicacion». 

Dada una aplicacion f: Sr-*T se denomina imagen de f y se denota por im (/) al 
conjunto de todas las imagenes de los elementos de S, es decir: 

im(/) = {/(s)/seS} 

En el ejemplo A.l), im (/) = R; en el A.2), im(/) = (0, 1, 4, 9, 16, 25, y en el A.3), 
im(/) = {l, 2}. 

Cuando el conjunto im(/) coincide con el conjunto final T se dice que / es una 
aplicacion suprayectiva; A.l) y A.3) son ejemplos de aplicaciones suprayectivas, 
mientras que A.2) no lo es. Otra forma de comprobar que / es suprayectiva es 
estudiando si todo elemento de T es imagen de algun elemento de S, es decir, 

«para todo teT, existe seS, tal que f(s) = t» 

Una aplicacion/: Si— *T se denomina inyectiva si dos elementos distintos cuales- 
quiera de S tienen distintas imagenes, es decir, s # s', s, s'eS, => /(s) #/(s'). Otra forma 
de comprobar que / es inyectiva es utilizando la negacion de la implicacion anterior, a 
saber: 

«/(s)=/(s') => s = s'» 

La aplicacion del ejemplo A.l) es inyectiva, ya que / (x) = / (y) -=> 3x = 3y -=• x = y; la 
aplicacion del ejemplo A.2) es tambien inyectiva, ya que f( n )=f(m) o n 2 = m 2 o n 
= m (puesto que n , meN); sin embargo, la aplicacion del ejemplo A.3) no es inyectiva, 
ya que /( 1) =/ (2) y 1 / 2. 

Una aplicacion que es a la vez suprayectiva e inyectiva recibe el nombre de 
biyectiva. La aplicacion del ejemplo A.l) es biyectiva, y no lo son ninguna de las 
aplicaciones de los ejemplos A.2) y A.3). 


* * * 
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La operacion basica con las funciones es la composicion. Dadas dos aplicaciones 
f: Sr-*T y g: Tt~* U, se denomina composicidn de f y g, y se denota por g °f al 
resultado de aplicar g a la imagen mediante / de cualquier elemento de S, es decir, 

g°f(s) = g(f(s)) 

EJEMPLO B. Si /: IR i— ► R esta dada por f(x) = x 2 — 1 y g: IR i— ► R esta dada por g(x) 
= x + 5, se tiene que 

g °f(x) = g(f(x)) =f(x) + 5 = x 2 — l+5=x 2 + 4 

Para que la composicion defyg pueda definirse es necesario que el conjunto final 
de f es decir, T, coincida con el conjunto inicial de g; asi pues, f°g no esta definida a 
menos que U=S. En el caso en que g°f puedan definirse cabe preguntarse si g°f 
coincide con f°g, es decir, si la composicion de aplicaciones es conmutativa. La 
respuesta es, en general, negativa, ya que en el ejemplo B tenemos 

f° g(x) =f(g(x)) = [<?(x)] 2 - 1 = (x + 5) 2 - 1 = x 2 + 1 Ox + 24 
que no coincide con g°f 

Sin embargo, la composicion de aplicaciones satisface la propiedad asociativa, es 
decir: 

(h°g)°f = h°(g°f) 

si f g y h son tres aplicaciones para las cuales tienen sentido las composiciones 
anteriores. Este resultado se deduce inmediatamente de la definicion de composicion, 
ya que 

(h ° g) °f(s) = (h ° g)(f(s)) = h(g(f(s))) = 

= h(g °f(s)) = h°(g°f)(s). 

E1 comportamiento de la composicion de aplicaciones con respecto a los tipos de 
aplicaciones citados anteriormente queda expuesto en las siguientes propiedades, que 
se dejan como ejercicio para el lector. Si /: Si — *T y g: T\—*U se tiene: 

(C.l) / inyectiva y g inyectiva => g°f inyectiva. 

(C.2) /y g suprayectivas => g°f suprayectiva. 

(C.3) / y g biyectivas => g°f biyectiva. 

* * * 

Una forma de definir una aplicacion es utilizando matrices. Sea, por ejemplo, la 
matriz 
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y sea R 2 el conjunto de todos los vectores x=(x u x 2 ) con dos componentes; podemos 
definir /: (R 2 1 — »■ R 2 mediante 

/(x )=/(*!, x 2 )=(x 2 -x 2 , 2.Xj +3 x 2 ) 

Asi, por ejemplo, 

/( 1, 5) =(1 — 5, 2*1 + 3- 5)=(— 4, 17) 


En general, defmimos R" como el conjunto de los vectores 3 ? = (x l5 x 2 , ..., x„) de n 
componentes. Dada una matriz 



de m filas y n columnas, se denomina aplicacidn lineal asociada con A a la aplicacion 
/: R n i— ► R m dada por 

f(x)=f(x i, x 2 , ..., x„) = 

= ( a n +a i2 x 2 -\ — +a ln x„, a 21 x t + a 22 x 2 -i \-a 2 „x n , ..., a ml x l +a m2 x 2 + ■■■ +a mn x n ) 


Ejemplo C. La matriz 



tiene como aplicacion lineal asociada a /: R 2 1 — *• R 2 dada por 
/(xi,x 2 ) = (0xi + lx 2 , lXi +0x 2 ) = (x 2 ,x 1 ) 

La aplicacion / intercambia las componentes de todo vector 3r = (x 1; x 2 ) de R 2 . 
Geometricamente, / refleja cada vector x = (x 1( x 2 ) de R 2 en la recta x t =x 2 (Fig. 1.3). 
(Esto es facil de probar: jintentalo!) 



Figura 1.3 
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EJEMPLO D. La matriz 


/10 0 
+ = l 0 1 0 
\0 0 0 


tiene como aplicacion lineal asociada a /: 


dada por 


/(x)=/(x i, x 2 , x 3 ) = 

=(1 Xj+0 x 2 +0 x 3 , O-Xi + l -Xj + O-Xj, O-Xj +0-x 2 +0-x 3 )=(x 1 , x 2 , 0) 

Geometricamente, / proyecta todo vector de R 3 en un vector del plano XjX 2 cuyos 
dos primeras componentes son las dos primeras componentes de x y su tercera 
componente es nula (Fig. 1.4). 


X =(x„ x 2 , x 3 ) 



/(x) = (x„x 2 , 0) 


Figura 1.4 

Las aplicaciones lineales tienen un buen comportamiento con respecto a la suma de 
vectores y a la multiplicacion de estos por numeros reales: 

Teorema 1 

Sea /: R” i-+ R m una aplicacion lineal; para todo x, y e R n y para todo numero 
real r se tiene: 

0 f(x+y)=f(x)+f(y) 
ii) f(rx)=rf(x). 


Demostracidn. Haremos la demostracion para una aplicacion lineal /: R 2 1 — > R 2 , 
puesto que las ideas principales de la demostracion en el caro general estan incluidas 
en este caso particular. Sea, por tanto: 
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la matriz de / y x=(x u x 2 ), = (y i , y 2 )- Se tiene que 

/(5f+7)=/(*i+J’i. *2+3'2) = (a(*i+3 , i) + &(x2+3'2)> c(*i+3’i) + 

+ d(x 2 + y 2 ))=(axi +ayi +bx 2 + by 2 , cx^+cyq +dx 2 +dy 2 ) = 

= (axL + bx 2 , cx^ +dx 2 ) + (ay 1 +by 2 > cyL+dy 2 ) = 

=f(x i, x 2 )+f(y u y 2 )=f(x)+f(y) 

Esto demuestra i). Para demostrar ii) sea 3c =(x l5 x 2 ) yrun numero real. Se tiene que 

f(rx)=f(rx u rx 2 ) = (a(rx 2 ) + b(rx 2 ), c(rxj) + d(rx 2 )) = 

= r(axj +bx 2 , cx 2 +dx 2 ) = rf(x) 

Esto termina la demostracion de ii) y, por tanto, la demostracion del teorema. ■ 
Nota. Combinando i) y ii) del teorema 1 se tiene que 

f(rx+sj) = rf(x) + sf(y) 

para todo x, yeR" y para cualesquiera numeros reales r y s. 

E1 teorema 1 se muestra graficamente en las figuras 1.5 y 1.6. 

x+7 


f(x+7)=f{x)+f(7) 

Figura 1.5 Figura 1.6 

Este teorema permite demostrar que la imagen de una recta en R" mediante una 
aplicacion lineal es otra recta o un punto; en efecto, si x + fv es la ecuacion de la recta 
que pasa por el extremo de x en la direccion de V se tiene que 

f(x+rv)=f(x) + rf(v) 

debido al teorema 1 (Fig. 1.7). Si f(v) = ~6 se tiene el punto f(x), y si /(IT)/ "0 se obtiene 
una recta que pasa por el extremo de f(x) en la direccion d e f(v). 
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Figura 1.7 

Ejemplo E. Queremos hallar la imagen del cuadrado de vertices (0, 0), (0, 1), 
(1, 1) y (1, 0) mediante la aplicacion lineal / dada por la matriz 



La recta (1) (vease figuras 1.8 y 1.9) tiene por ecuacion ^ + rej y, por tanto, se 
transforma en (l'), que tiene por ecuacion 

/(13 + rif i)=f(f)) + rf(J t ) = D + r(2 • 1 + 0, 1-1 +2-0)=V + r(2, 1) 

Analogamente: 


f (2): 0 + rc 2 se transforma en (2'): 0 + r(l, 2) 

I (3): (1, 0) + re 2 se transforma en (3'): (2, l) + r(l, 2) 
( (4): (0, 1 ) + re l se transforma en (4'): (1, 2) + r(2, 1) 




Figura 1.9 


Figura 1.8 
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Con estos resultados se tiene que la imagen del cuadrado mediante / es el paralelogra- 
mo limitado por las rectas (l'), (2'), (3') y (4'), que tiene como vertices (0, 0), (2, 1), (3, 3) 

y (l, 2). 

* * * 

Las propiedades i) y ii) dadas en el teorema 1 caracterizan a las aplicaciones 
lineales de IR” en R m . Se tiene el siguiente resultado: 

Teorema 2 

Sea /: R" h-+ IR m una aplicacion que satisface: 

0 f(x+7)=f(x)+f(y) para todo x , y e R", y 
ii) f(rx) = rf(x) para todo xeR" y todo numero real r. 

Entonces, / es una aplicacion lineal con matriz A cuyas columnas vienen dadas 
por los vectores f(e i),/(e 2 ), ...,f(e n ), donde e, es el vector de R" con todas sus 
componentes nulas excepto la que ocupa el lugar j, que es 1. 

Demostracion. A1 igual que en la demostracion del teorema 1 vamos a suponer 
que/: R 2 1 -» R 2 ; supongamos que /(?j)=/(l, 0)=(n, b) y f(e 2 )=f( 0, l) = (c, d). Utilizan- 
do t) y ii) se tiene que 

f(x)=f(x i, x 2 )=/(x,( 1, 0) + x 2 (0, 1)) =/(x je ^ + x 2 e 2 ) = 

= Xi b) + x 2 (c, d) = 

= (ax x + cx 2 , ftxj + dx^) 

Por tanto, / es una aplicacion lineal que tiene como matriz 



Observar que la primera columna de A es f(e { ) y la segunda es f(e 2 ). ■ 

Ejemplo F. Tratemos de encontrar la matriz de un giro de 90°, g, en R 2 (el giro se 
considera, salvo indicacion contraria, que se realiza en sentido positivo, es decir, 
contrario al de las agujas del reloj) (Fig. 1.10). La aplicacion g satisface t) y ii) del 



Figura 1.10 
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teorema 2 (jtratar de demostrarlo geometricamente!). Por el teorema 2, g es una 
aplicacion lineal y su matriz tiene como columnas 

f(e i)=T 2 =(0, 1) 

/(c 2 )= — «i =(— 1,0) 

Por tanto, 



* * * 

Las aplicaciones lineales pueden sumarse y multiplicarse por numeros reales: dadas 
/: R" i-» R m y g: R" i— ► R m dos aplicaciones lineales y c un numero real, definimos la 
suma de / y g como una aplicacion / + g: R" -+ R m tal que 

(f+g)(x)=f(x) + g(x), xeR" 

y la multiplicacion de f por c como una aplicacion cf: R"i-»R m tal que 

(c/)(x) = c(/(x)), x e R" 

Ejemplo G. Dadas dos aplicaciones lineales /: R 2 h->R 3 y g: R 2 i-»R 3 mediante 


y 


f(x !, x 2 ) = (x 1; X! +x 2 , 2 x 2 ) 
g(x 1 , x 2 ) = (0, Xj, x 2 ) 


se tiene que 


(f—2.g)(x) = (f+(—2)g)(x 1 , x 2 )=/(x i, x 2 ) + (-2)g(x u x 2 ) = 

= (Xj, X! +x 2 , 2x 2 ) + (0, -2xj, -IxJ^fx^, X 2 -Xi, 0) 


* * * 

La suma de dos aplicaciones lineales / y g es una aplicacion lineal, ya que 

(/+ g)(x +y) =/(x +7) + g(x +7) =/(x ) +f(y) + g(x) + g(y) 

=/(x) + g(x ) + f (7) + g(7) = ( f + g)(x) + ( f + g)(7) 

y 

(/+ g)(rx) = f (rx) + g(rx ) = r f (x ) + rg(x ) = r( f + #)(x ); 

por el teorema 2 esto basta para probar que f+g es lineal. 

De manera similar puede comprobarse que c/ es una aplicacion lineal si / lo es. 
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Si A es la matriz de la aplicacion lineal / R" t— ♦ IR m y B es la matriz de la aplicacion 
lineal g: R" t-> R m , f+g tendra una matriz cuya j-esima columna esta dada por 
(f + g){'e j ), debido al teorema 2 . Puesto que (f +g)(e ] )=f(e ] )-\-g(e^ la y'-esima columna 
de la matriz dsf+g es la suma de las j-esimas columnas de las matrices de / y g. A la 
matriz de /+ g se le denomina matriz suma de A y B, y, por tanto, si 



se tiene que 


«11+611. «12 + ^12. •••> a ln + b ln 

a 2l+b 21 , a 22 + b 2 2i •••> a 2n + b 2 n 

a m 1 + b m 1 , a m2 + b m2 , ■■■, a m „ + b mn 

Observar que para poder sumar matrices el numero de filas de A y B debe 
coincidir, asi como el numero de columnas de ambas matrices. Una matriz con m filas 
y n columnas se dice que es una matriz de orden mxn, la cual corresponde a una 
aplicacion de IR" en IR m . Por tanto, la suma de matrices solo es posible si ambas son del 
mismo orden. 

Sea A una matriz de orden m x n asociada con la aplicacion lineal /: 1 R" 1— ► R m y c 
un numero real. Puesto que cf es una aplicacion lineal, tiene asociada una matriz, que 
se simboliza mediante cA — multiplicacion de A por el numero real c — cuya j-esima 
columna es (cf)(e } ) = c(f(ef(), es decir, c veces la j-esima columna de A: 




En el ejemplo G las matrices de / y g son 


1 ° 
A= 1 1 

0 2 


/0 0 
y B= 1 0 
\0 1 


Capitulo 1 Resolucion de sistemas de ecuaciones lineales. Operaciones con matrices 


45 


/ 

Por tanto: 

/l o\ 0 o\ /l o\ / 0 °\ / i o\ 

A-2B= 1 1 ]+(— 2 ) 10 = 1 1 + —2 0 = -1 1 

\o 2] y0 l/ \0 2 J \ 0 —2J ^ 0 0y 

que corresponde a la aplicacion lineal f— 2 g (jcomprobarlo!) 

* * * 

Estas operaciones que acabamos de definir con aplicaciones lineales y matrices 
tienen propiedades similares a las propiedades (SjHSJ y (M^HMJ de la suma de 
vectores y de la multiplicacion de vectores por un mimero real (ver seccion 1 . 2 ). Estas 
propiedades se enuncian en el siguiente cuadro y se dejan como ejercicio para el lector. 


Suma de aplicaciones lineales 

Suma de matrices 

(Sj) f +g=g+f 

(Sj) A + B = B + A (conmutativa) 

(S 2 ) (f+g) + h=f+(g + h) 

(S 2 ) (A + B) + C = A+(B + C) (asociativa) 

(S 3 ) 0+f=f + 0=f 

(S 3 ) 0 + A = A+0 = A, 

donde 0 es la aplicacion nula 

donde 0 es la matriz nula 

(S 4 ) /+(-/) = (-/)+/= 0, donde -/ = (-1)/ 

(S 4 ) A+( — A) = ( — A) + A=0 

Multiplicacion de aplicaciones lineales 

Multiplicacion de matrices 

por un numero real 

por un numero real 

(M,) c(f+g) = cf + cg 

(M,) c(A + B) = cA+cB 

(M 2 ) (c + d)f=cf + df 

(M 2 ) (c + d)A = cA+dA 

(M 3 ) c(df) = (cd)f 

(M 3 ) c(dA) = (cd)A 

(M 4 ) \f=f 

(M 4 ) ia = a 


* * * 


E 1 ultimo resultado de esta seccion es obtener una operacion con matrices que 
corresponda a la composicion de aplicaciones lineales. Comenzamos con el caso 
particular de aplicaciones de IR 2 en R 2 o matrices (cuadradas) de orden 2 x 2 . 

Sean 



las matrices de f g: IR 2 (—► R 2 . Tenemos que 

g°f(x) = g°f(x 1, x 2 ) = 0r(/(x!, a 21 Xi +a 22 x 2 ) = 

= (£>1 l(«l l x i + «12*2) + b 12 ( a 21 x l + a 22 X 2 )> ^2 l( a 1 1 1 + «12*2) + b 22 ( a ll x 1 + «22^2)) = 
= ((ftu«u+a2 i b i 2H1 +(bn a i 2 + b 12 - a 22 ) x 2, (b 2 i a ii + b 2 2 a 2i) x i+(b 2 i' «12 + b 2 2 a 22 ) x 2) 
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Por tanto, g°f es una aplicacion lineal que tiene como matriz 


^ll a ll + a 21^12» ^ll fl 12+^12 a 22 

^ 21 ^ 11 +^ 22 ^ 21 » ^ 21 ^ 12 +^ 22^22 


que recibe el nombre de producto de B por A. 

/1 2\ /3 0\ 

Ejemplo H. Dadas A = l y B= , tenemos que 

\0 1 r \1 2 4 


3 0\/l 2 


1 2/\ 0 1 


3 1+0 0 3-2 + 0 1 
1-1 + 20 1-2 + 21 


a 2 =a-a = 


1 2\/l 2 


1-1 + 20 1 -2 + 2- 1 


0 1 A 0 1 / \ 0- 1 + 1 • 0 0-2 + 1 - 1 


Recordemos que para que g°f tenga sentido es necesario que el conjunto fmal de / 
coincida con el original de g. Por tanto, 


Como la matriz A de / es de orden mxn y la matriz B de g es de orden pxm, para 
poder calcular BA es necesario que el numero de columnas de B coincida con el 
numero de filas de A. Graficamente: 

B , A -* BA 

p x fml fm] x n p * n 

Dada una matriz A el elemento que ocupa el lugar (i, j), es decir, la interseccion de 
la i-esima fila con la j-esima columna, se denota por a tj . Esto nos permite escribir una 
matriz A abreviadamente como (a 0 -)i= i n si es de orden mxn. 

DEFINIClON 1 ( Multiplicacion de matrices) 

Dadas las matrices 

B = (bij)i=i P y A=(a iJ )i=i....,m 

j = 1 , . . . , m j = i n 

de ordenes pxm y mxn, respectivamente, definimos BA como la matriz de 
orden pxn cuyo elemento que ocupa el lugar (i, j) esta dado por 


X b ik a kj — (’iiaij + (J i 2«2j3 Vb iM a nj - 
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Ejemplo I. Dadas las matrices 


1 2 4 


3 1 0 


podemos calcular BA, ya que 2 x 


/021 
y A= 13 0 
\ —2 1 1 


x 3, pero no AB, ya que 3 x 


elemento que aparece en el lugar (2, 1) de BA es 


^21^11+ ^22^21 + b 23^31 — 3-0+1 ■ 1 + 0- ( — 2) — 1 


Ademas, 


1 2 4 
3 1 0 


0 2 1 \ 
13 0 = 
-211/ 


x 3. E1 


1 - 0 + 2 - 1 + 4( — 2) 1-2 + 2-.3 + 4-1 1 ■ 1 +2-0 + 4- 1\_ /-6 12 5 
3-0+1 - 1 +0(— 2) 3-2+ 1 - 3+0- 1 3 1 + 1 0 + 0 1 / V 1 9 3 


Como el lector puede suponer, el producto de matrices corresponde a la com- 
posicion de las aplicaciones lineales que ellas determinan, en el orden adecuado. 

ProposiciOn 3 

Si / : 1R” i — ► IR m tiene A = (a i; -), = i m como matriz y g: R" i-» R p tiene B 

i = 1 " 

=(bij)i= i p como matriz, g°f : R"i->[R P es una aplicacion lineal que tiene como 

j = 1, ...,m 

matriz BA. 


Demostracion. La j-esima columna de la matriz de g°f es 

g c f(ej) = g(f(ej)) = g(aij, a 2j , .... a mj ) = 

= a ug(e i) + a 2j g(~e 2 ) + - • • + a mj g(e m ) 

en donde se ha utilizado la linealidad de g. Por tanto, 

9°f( e j) =a ij(b\i, b 2 i, ..., b„i) + a 2j (bi 2 , b 22 , ..., b n2 )- 1 l-a m /b lm , b 2m , ..., b nm ) = 

= (aijbn+a 2j bi 2 -\ )-a mj bi m , aijb 2 i+a 2j b 22 -{ \-a mj b 2m , ..., aijb n i 

+a 2 jb„ 2 -) \-a nj b n j) = 

/ n n n \ 

( X bi k a k j, Yj b 2k a kj , ..., £ b nk a kj j 
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De aqui se deduce que el elemento que ocupa el lugar (i,j) en BA es £ b ik a kj , que era 

k = 1 

lo que queriamos demostrar. La demostracion de que g °f es una aplicacion lineal se 
deja para el lector. ■ 

Para finalizar esta seccion damos algunas propiedades de la composicion de 
aplicaciones lineales y de la multiplicacion de matrices. Ya sabemos que la propiedad 
asociativa se cumple para la composicion de aplicaciones y, por tanto, se cumple 
tambien para la multiplicacion de matrices. 

La propiedad conmutativa puede que no tenga sentido, como en el ejempio I, en el 
que no puede calcularse AB , pero si BA. Incluso si AB y BA pueden calcularse la 
propiedad conmutativa no es cierta: 







La asociativa y otras propiedades de estas operaciones se resumen a continuacion. 


(C,) (h »9)»/=/i»(r/) 

(C X )(CB)A = C(BA) 

(C 2 ) h°(f + g) = h°f + h°g 

(C 2 )C(A + B) = CA + CB 

(C 3 ) (h+g)°f=h°f +g°f 

(C 3 )(C + B)A = CA + BA 

(C 4 ) (cg)°f=g°(cf)=c(g f) 

(C n )(cB)A = B(cA) = c(BA) 


La multiplicacion de matrices nos permite escribir un sistema de ecuaciones lineales 
de una forma muy sencilla. Dado el sistema 


a 1 ix 1 + a 1 2x 2 + -- + a ln x„ = b 1 
a 2 i-Xi + a 22 x 2 H 1 - a 2n x„ = b 2 

a ml x i + a m2 x 2 + • • • + a m „x„ = b m 
de m ecuaciones lineales con n incognitas, si escribimos 



se tiene que 

Ax=b 


es una forma abreviada de escribir (I). 
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Ejemplo J. E1 sistema 

2x^ +x 2 — x 3 = 1 

Xj +2 x 3 = — 2 

se escribe con notacion matricial de la forma 



EJERCICIOS 1.3 

1. Estudiar si las siguientes aplicaciones son inyectivas, suprayectivas o biyectivas: 

a) f: U\-+U, f(x) = x 2 

b) g: (\l + R, g(n) = n 3 —n 

c) h: Zh+2Z, h(z)=2z, donde Z denota el conjunto de los numeros enteros 0, ±1, 
±2, +3, ... y 2Z = (0, +2, +4, +6, ...} 

2. Encontrar todas las biyecciones del conjunto {1, 2, 3} en si mismo. 

3. Dadas f: S\->T y g: T\-*U, demostrar que: 

a) f g inyectivas => g°f inyectiva 

b) f g suprayectivas => g°f suprayectiva 

c) f g biyectivas => g°f biyectiva 

4. Dadas /(x) = x 2 + 7, g(x)= 3x — 5 y Ii(x) = sen x, funciones de IR en IR, calcular: 
a) h° g°f b) g°h°g c) g°h°f 

5. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones: 

a) /(xj, x 2 , x 3 ) = (x!+x 2 , 2 x!-x 3 ) 

b) /(xj, x 2 ) = (xj — x 2 , x 2 +2x 2 , 2xj — 3x 2 ) 

c) f(x u x 2 ) = (x 1; x 2 , X 2 , Xj) 

d) f(x x , x 2 , XjJ^Sx^-Xj + Xj 

6. Dada /: IR 2 t— > IR 2 mediante f(x u x 2 ) = (xj +x 2 , 2x^ — x 2 ), hallar la imagen mediante 
/ de las siguientes regiones: 

a) {(xl x 2 )/1 ^x x ^2, 0^x 2 ^ 1} 

b) {(X!, XjV-lgx^l, -lgx 2 gl} 

7. Demostrar que /: IR 2 1 — »■ IR 2 dada por f(x u x 2 ) = (xj, x 2 ) no es lineal. Dibujar la 
imagen de la recta x=r(l, 1) mediante / 

8. Hallar la matriz de un giro de angulo <p en sentido positivo en IR 2 . 
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9 . Hallar la matriz (en R 3 ) de la simetria con respecto al plano x=y. 

10 . Dadas las matrices 


calcular: 




a) A((B + C)D ) b) (B + C) 2 c) ((F 2 -G 2 )A)D d) (B 2 + C 2 )3D 

e) AB 2 f) 2 E(F 2 -G 2 ) g) G 5 

11 . Dadas las aplicaciones lineales f(x v x 2 ) = ( Xl +x 2 , Xl -x 2 ), g(x u x 2 )=( 3x, 
— x 2 , 2x x ) y h(x t , x 2 ) = (x t , —x 2 , x t —3x 2 ), calcular: 

a) h°(g +f) b) h°g°g c) h°f°g 

12 . Demostrar las propiedades (S,), (S 2 ), (S 3 ) y (S 4 ) y (MJ, (M 2 ), (M 3 ) y (MJ de la 
suma de aplicaciones y matrices y de la multiplicacion de estas por numeros reales. 

13 . Demostrar las propiedades (C 2 ), (C 3 ) y (C 4 ) de la composicion de aplicaciones 
lineales y de la multiplicacion de matrices. 


14 . Escribir en forma matricial los siguientes sistemas de ecuaciones lineales: 


«) 


x+y+z=l 
x — 3y + 2z = 3 


1 b) x + 2z = 4 j 

c) ax + 3z — 2y = a 2 j 

J 3y + 2z + x=l 

2z — ay + x = 3) 

z — ly = 3 

y— z + ax = a J 


15 . 

a) 



1.4. INVERSA DE UNA APLICACION E INVERSA DE UNA MATRIZ 

Dada una aplicacion /: S i — ► T decimos que g: Tt— ► S es una inversa de f si: 

a ) g°f(s) = s, para todo seS, y 

b) f°g(t)=t, para todo teT. 
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Si defimmos I s (s)-s para todo seS e I T (t) = t para todo teT (las cuales reciben el 
nombre de aplicaciones identidad) las condiciones anteriores a) y b) se escriben de la 
forma 


9°f=h y f°g=i T 


EJEMPLO A. 1. Si/(x) = 2x + 3 es una aplicacion de IR en R, g(x) = -x — - es una 
inversa de/ ya que 


9 °/M = g(f(x))= l -f(x)- Z -= l -(2x + 3)-*- = x 
y 

/° 9 (x) =f(g(x)) = 2 g(x) + 3 = 2^-x-^j + 3 = x 
2. Si /: U 2 h-» U 2 es la simetria con respecto a una recta,/es su propia inversa, ya 


/°/=/ 2 = /+ 


Figura 1.11 

La inversa de una aplicacion no siempre existe. Si /: {1, 2, 3}i->{1 2} es la 
aplicacion dada por /(1)=/(3)=1, /( 2) = 2, / no posee inversa. En efecto, si 
g: {1, 2} i— ► (1, 2, 3} fuera una inversa de / tendriamos que 

l=9°f(l) = g°f(3)=3 

lo cual es una contradiccion. 

Si existe la inversa de una aplicacion / se dice que / es invertible y la inversa de f se 
denota por / l . 
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La inversa de / cuando existe, es unica. Para probar este resultado supongamos 
que g: Ti— >S y h: Ti->S son dos inversas de /: Sh *T. Tenemos que para todo teT, 

h{t ) = (g /)(/i(t)) = g(f(h(t))) = g(f° h)(t) = g(t) 

y, por tanto, h = g. 

A continuacion damos una condicion necesaria y suficiente para que exista la 
inversa de una aplicacion. 

Teorema 1 

Sea /: S m ► T una aplicacion. / es invertible si y solo si / es biyectiva. 

Demostracion. Supongamos, primero, que/ es invertible y sea g: T i— >S su inversa. 
Si f(s)=f(s') tenemos que g°f(s) = g°f(s') y, por tanto, s = s'\ esto prueba que / es 
inyectiva. Para probar que / es suprayectiva, sea teT y tomar s = g(t)\ entonces f(s) 
=f(g(t)) = (f°g)(t) = t. esto prueba que / es biyectiva. 

Supongamos ahora que / es biyectiva. Dado t e T definimos g(t) = s de manera que 
f(s) = t. La aplicacion g es la inversa de /, ya que 

g°f(s) = g(f(s)) = g(t) = s 

y 

f°g(t)=f(g(t))=f(s)=t - 


Ejemplo B. 1 . Sea /: R + i— ► I? dada por f(x) = log x (log denota siempre logaritmo 
neperiano), donde (R + es el conjunto de los numeros reales positivos. Esta aplicacion es 
inyectiva ya que log x = log y => x = y, y es suprayectiva ya que si yeR, tomamos x 
= e y y tenemos que log x = log e y = y. Por tanto, / es invertible. 

Claramente, su inversa es la aplicacion g: R i— » IR + dada por g(x) = e x . 

2. Sea/: Ri— >IR dada por f(x) = 2x— 1. Esta aplicacion es inyectiva ya que f(x) 
=f(y) o 2x— 1 =2y— 1, de donde se deduce que x = y, es, ademas, suprayectiva ya que 


dado yelR podemos encontrar xeW tal que 2x—l=y; basta tomar x=-(y+ 1). Por el 


teorema 1, / es invertible. 


Su inversa se ha encontrado en la demostracion de la suprayectividad: 



* * * 

Pasamos ahora a calcular la inversa de aplicaciones lineales de IR" en IR"; comenza- 
mos demostrando que si una aplicacion lineal /: IR"i— >(R n es invertible, su inversa 
/ -1 : (R"i — >IR" es tambien una aplicacion lineal. 
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Teorema 2 

Si / : IR” i — > IR" es una aplicacion lineal invertible,/ -1 : IR" i — *• IR” es tambien una. 
aplicacion lineal invertible y (/ _1 ) _1 =/. 

Demostracidn. Lo unico que es necesario demostrar es que / _1 es lineal. Si 
x, y e IR" se tiene 

/(/ - /x +y )) =/°/ - l (x +J) = x +y =/°/ -1 (x) +f°f - x (y ) = 

=/(/ - h *)) +/(/ ■ m =/(/ ■ ‘ 0 ?) +/ ■*(>’)) 

Puesto que / es inyectiva por el teorema 1, 

/■'(a +/)=/" 1 (x)+/ -1 (y). 

Finalmente, si xeIR", relR, 

/(/ _ V*)) =/°/ " ‘(rx) = rx = rf°f ~ /x) = r/(/ - *(x)) =f(rf “ *(x )) 
y de nuevo puesto que / es inyectiva debido al teorema 1 se tiene que 

f-\rx) = rf-\x) 

Estas dos propiedades son suficientes para asegurar que / -1 es lineal debido al 
teorema 2 de la seccion 1.3. 

* * * 

Si / : IR"i— > IR" es una aplicacion lineal, su matriz asociada A es de orden nxny, por 
tanto, el numero de filas coincide con el mimero de columnas. Estas matrices se 
denominan cuadradas y se dicen de orden n en lugar de orden nxn. 

Si /: IR"i— >[R" es invertible, su inversa / -1 : R"i— >IR" es tambien una aplicacion lineal 
y su matriz asociada B es tambien cuadrada y del mismo orden que A. La matriz B 
recibe el nombre de inversa de A y se denota mediante B = d -1 . 

Puesto que la matriz de/°/ -1 es AB y la matriz de/ -1 /es BA (ver los resultados 
obtenidos en la seccion 1.3) se tiene que B es la inversa de A si y solo si 

AB = I n y BA = /„ 

donde I„ es la matriz identidad de orden n, es decir, la matriz con unos en la diagonal 
principal y ceros en el resto: 

10-0 
0 1-0 

0 0- 1 
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Ejemplo C. Intentamos calcular la inversa de la matriz 

(2 1 ' 


A = (a 3 


Sea B = 


i 

*3 


su inversa. Puesto que AB = I 2 , se tiene 


'2 1 
4 3 


i 

*3 


*2 

*4 


1 0 
0 1 


2x!+.x 3 2x 2 + x 4 \ /1 0 

4x ^ + 3 x 3 4x 2 + 3x 4 J 1 0 1 


Igualando los elementos de las matrices se tienen los siguientes sistemas de dos 
ecuaciones lineales con dos incognitas: 


2xj +x 3 = 1 
4xj + 3 x 3 = 0 

Para resolver (I) escribimos: 


(I) 


2x 2 + .x 4 = 0 
4x 2 + 3x 4 = 1 


(II) 


1 

1\ iiO /2 1 

1\ i,i, (2 0 

3\ i, /1 0 

3/2' 

3 

o/ Vo i 

~ 2/ * \0 1 

-2 ) \0]j_ 

-2 


de donde deducimos x t = 3/2, x 3 =— 2. 
Para resolver (II) escribimos: 


'2 1 
4 3 


I \ »0 
0, 


'2 1 

0 1 


0 


1 


iii) 


'2 0 

0 1 


-1 

1 


0 

-1/2' 

Ll 

1 


de donde deducimos x 2 = — 1/2, x 4 = l. 
Por tanto: 


B = 


3/2 

-2 


- 1/2 

1 


Podemos comprobar que BA = 1 2 : 


3/2 - 1/2\ /2 1 
-2 1 / \4 3 


3-2 3/2 -3/2 

-4 + 4 -2 + 3 


1 0 
0 1 


* * 


En el ejemplo anterior se observa que las operaciones elementales que se han 
realizado para resolver los sistemas (I) y (II) son las mismas. Esto sugiere que el calculo 


de la inversa de A podria haberse realizado a la vez con una matriz que incluyera las 
, /1\ /0\ 
columnas I I y ( I; es decir: 


2 1 
4 3 


1 0 
0 1 


que es una matriz de orden 2x4 de Ia forma (A | / 2 ). Realizando operaciones 
elementales en esta matriz se tiene: 


2 1 
4 3 


1 0 
0 1 


iii) 


2 1 
0 1 


1 0 

-2 1 


iii) 


2 0 
0 1 


3 -1 
-2 1 


1 0 
0 1 


3/2 -1/2 
-2 1 


es decir, (/ 2 | A ‘). 


Por tanto, para calcular la inversa de una matriz cuadrada A de orden n se 
reduce la matriz (A | /„) a la matriz (I„ | B ) mediante operaciones elementales. 
Entonces A~ l = B. 


Ejemplo D. Para calcular la inversa de la matriz 

'i 

escribimos 



l l 

2 

0 

1 

0 

o\ 

/ 

° 

1 

3 

0 

1 

0 

f— ► 

\2 

-1 

-8 

0 

0 

1 1 




(' 

2 

0 


1 


M ► | 

0 

1 

3 


0 



(0 

0 

1 

-2/7 5/ 


2 

1 

-5 


1 

0 

°\ 


2 

0 

1 

0 

°\ 

0 

1 

0 h-4 

0 

1 

3 

0 

1 

0 

-2 

0 

1/ 

\0 

0 

7 

-2 

5 

>/ 


0 i 

1 i 

/7 I/' 

/10 0 
0 1 0 
\0 0 1 



/12 0 

(— ► | 

0 1 0 

/ 

\0 0 1 

-5/7 

16/7 

6/7 

-8/7 - 

-2/7 

5/7 


1 

6/7 

-2/7 

6/7 

■3/7 

1/7/ 


0 0\ 
-8/7 -3/7 
5/7 1/7 / 
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Por tanto, A es invertible y 

/ — 5/7 16/7 6/7 \ 

A~' = 6/7 -8/7 -3/7 

\ — 2/7 5/7 1/7 / 

(Comprobarlo calculando A~ x -A). 

Ejemplo E. Tratamos de encontrar la inversa de la aplicacion /: F8 2 >■ 
por /0c l5 x 2 ) = (3x! +2x 2 , Xi+2x 2 ). Puesto que la matriz de/es 


tenemos 


(A | / 2 ) = 


3 2 10 

12 0 1 


12 0 1 
3 2 10 


'12 0 1 
0 - 41-3 


'12 0 1 \ /1 0 1/2 - 1/2 

0 1 - 1/4 3 / 4 ) l_ * \0 1 - 1/4 3/4 


Por tanto, / 1 tiene como matriz 


A~ l — 


1/2 - 1 / 2 ' 
- 1/4 3/4 


y en consecuencia: 


(jcomprobarlo!). 


/1 1 1 3 

/ /Xj, X 2 ) = ( -X!~-X 2 , -^Xj+-X 2 


E1 lector se preguntara si existe alguna forma de determinar si una matriz cuadrada 
A posee inversa sin necesidad de calcularla. La respuesta es afirmativa y la produce el 
teorema de Rouche-Frobenius. 

Supongamos que + = (a ; /; = i ™ y 2£ r = (x ij );=i n es la inversa de A; puesto que 

A X=I n se tiene que J ~ 1, '"’ n ’■ 1 " 


1 lugar j = 1,2, ..., n 


lo cual constituyen n sistemas de n ecuaciones cada uno con n incognitas. 
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Demostracion. Basta probar que (/ l °g 1 )°(g °/) = /s y lo 9 *) — lu- 

Tenemos que 

(f - 1 o g - ‘) ° (g °f)(s) =r\g- Hg(f(m) =r l (g~ l ° g(f(s)) =f ~ l (f(s)) = s 

y analogamente: 

(0 O /) O (/~ 1 °0~ 1 )( U ) = “ ■ 


Ejemplo F. Tratemos de calcular ( AB ) \ donde 




Puesto que 

A - 1 = ~ ^i) ( e J em P l0 C ) y B ~ 1 = ( _ I/4 3/4 ) ( e J em P l0 E ) 


tenemos que 


\4£) -1 = .B~ 1 /4 -1 = 


1/2 

-1/4 




/ 3/4+1 — 1/4— 1/2\/ 7/4 — 3/4\ 

V-3/8-6/4 l/8 + 3/4y) V- 15/8 7/8/ 

* * * 


Para finalizar esta seccion aplicamos los conocimientos adquiridos para resolver 
algunos sistemas de ecuaciones lineales. 

Supongamos que A es una matriz cuadrada de orden n e invertible y tratemos de 
resolver el sistema Ax = h . Si A ~ 1 denota la inversa de A tenemos que 

A~^(Ax) = A _1 b 

y, por tanto, x = A~ l b. 

Ejemplo G. Tratemos de resolver el sistema 
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dado en forma matricial. La matriz de este sistema es invertible como se ha visto en el 
ejemplo D, en donde tambien se ha calculado su inversa. Por tanto: 


/*i\ /1 2 0 \ _1 / 14 \ / — 5/7 16/7 6 / 7 \ / 14 

U 2 = 0 1 3 7 = 6/7 - 8/7 - 3/7 7 

\x 3 J \2 -1 -8 \ 0 / \ — 2/7 5/7 1 / 7 / \ 0 

(jcomprobar el resultado!). 



EJERCICIOS 1.4 

1. Demostrar que las aplicaciones /: IR 2 i->IR 2 dada por f(x u x 2 ) = (x,+x 2 , x!+2x 2 ) 
y g: !R 2 1 — >• !R 2 dada por g(x lt X2)=(2x { —x 2 , — Xj+x 2 ) son inversas una de la otra. 

2. Dadas /(x) = 3x — 2 y #(x) = cos x, aplicaciones de !R en IR, calcular g°f~ l y 
f~ lo f- lo g- 

3. Se denomina rango de una aplicacion al rango de su matriz asociada. Calcular el 
rango de las siguientes aplicaciones lineales: 

a) /(x„ x 2 ) = (0, x 1( xj 

b ) /(x„ x 2 , x 3 ) = (xj+x 2 + x 3 , x, +2x 2 + 3x 3 , X!-x 2 -3x 3 ) 

c) /(x„ x 2 , x 3 ) = (x! + 2 x 2 + x 3 , -X! + 2x 2 + x 3 ) 

d) /(x„ x 2 ) = (xj +x 2 , 0, x^ + xj) 

e ) y(x„ X 2 , X 3 , X 4 ) = (x„ Xj + X 2 , Xj + X 2 + X 3 , Xj+X 2 +X 3 + x 4 ) 

4. Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes matrices: 






/0 0 a\ 

d) 0 a 0 , a/0 
\a 0 0/ 


60 


Algebra y Geometria 


6 . Encontrar, si es posible, la inversa de las siguientes aplicaciones lineales: 

a) f(x u x 2 , Xj^x^+x^+Xj, 2xj +x 3 , x!+x 2 + 2x 3 ) 

b) f(x lt x 2 ) = (x! + cx 2 , Xj — cx 2 ), ce 1R 

7. Encontrar A~ l y resolver el sistema Ax—b para: 


a -(o P4 


j - 3 1 1 \ /16 

6) A=i 2 6 5 ,£= -16 
\-5 7 6 / 32 


c) += 0 3 1,6 = 

\0 0 -l/ 
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Carl Friedrich Gauss nacio el 30 de abril de 1777 en Brunswick, un pueblecito que 
actualmente pertenece a Alemania Oriental. Impresionados por su habilidad para las 
matematicas y los idiomas, su madre y sus profesores le recomendaron al Duke de 
Brunswick, quien le proporciono la ayuda economica necesaria para estudiar en la 
Universidad de Gottingen. 

Cuando solamente tenia 19 aftos Gauss realizo uno de los descubrimientos mas 
espectaculares de las matematicas del siglo XVIII: fue el primer matematico que 
construyo un poligono regular de 17 lados utilizando solamente regla y compas. 
Euclides sabia como construir poligonos regulares de 3, 4, 5 y 15 lados, asi como 
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aquellos que se obtienen duplicando estos. Animado por su descubrimiento, Gauss 
logro encontrar una solucion algebraica al problema de construir con regla y compas 
un poligono regular de n lados y desarrollo un cnterio basado en la teoria de numeros 
con el cual puede decidirse si un poligono regular de un cierto numero de iados puede 
construirse geometricamente. 

En 1799 se le concedio el titulo de Doctor por la Universidad de Helmsted. En su 
tesis, Gauss dio una demostracion del Teorema Fundamental del Algebra, en el que se 
muestra que toda ecuacion algebraica con coeficientes complejos tiene soluciones 
compiejas. Los numeros complejos, cuya formulacion actual se debe, entre otros, a 
Gauss, se estudiaran en el capitulo 4. 

A los 24 anos publico una de las obras mas completas de la historia de las 
matematicas; se titulo Disquisitiones Aritmeticae y en ella formulo conceptos y metodos 
de enorme importancia en el desarrollo posterior de la Teoria de Numeros. 

Ei Duke de Brunswick financio tan generosamente sus investigaciones que en 1803 
pudo renunciar a una oferta de profesor en la Academia de Ciencias de San Petersbur- 
go. En 1807 fue nombrado profesor de astronomia y director del observatorio de la 
Universidad de Gottingen, en donde permanecio durante toda su vida. 

En 1801, Gauss tuvo la oportunidad de aplicar su habilidad matematica y sus ideas 
en el campo de la astronomia. E1 primer dia del ano fue descubierto un asteroide, que 
posteriormente seria llamado Ceres. A pesar de que pudo ser observado durante 40 
dias, ningun astronomo fue capaz de calcular su orbita. Con solamente tres observa- 
ciones, Gauss desarrollo una tecnica para calcular su orbita de manera que Ceres pudo 
ser localizado facilmente a finales de 1801 y comienzos de 1802. E1 metodo utilizado en 
sus calculos fue publicado en 1809 en su libro Theoria Motus Corporum Coelestium, 
este metodo continua utilizandose actualmente, con ligeras modificaciones, en los 
calculos que se realizan con ordenadores. 

Carl Friedrich Gauss contribuyo de manera decisiva al desarrollo de varias ramas 
de la matematica durante el siglo XIX. 

Murio el 23 de febrero de 1855 y poco despues de su muerte se pusieron en 
circulacion varias monedas en su honor. 
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2.2. Definicion general de determinante. Propiedades 

2.3. Determinante de un producto de matrices. Calculo de determinantes de 
orden n 

2.4. Inversa de una matriz. Regla de Cramer 
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2.6. Determinantes y permutaciones 


En el capitulo anterior se ha llegado a la conclusion de que un sistema de 
ecuaciones lineales de la forma 

Ax=b 

es muy facil de resolver si se conoce la inversa de la matriz A. Tambien alli se dio 
un metodo para calcular la inversa de una matriz, basado en la realizacion de 
operaciones elementales con sus filas. 

En este capitulo introduciremos el concepto de determinante de una matriz, 
que nos permitira obtener una formula para calcular la matriz inversa de una 
dada. Las propiedades de los determinantes, basicas en este capitulo y en 
muchos de los restantes, seran estudiadas minuciosamente. 

En particular, estableceremos la relacion entre el rango de una matriz y la 
anulacion de ciertos determinantes, lo cual nos permitira encontrar una formula 
para resolver sistemas de ecuaciones compatibles. 
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2.1. DETERMINANTES DE MATRICES DE ORDEN 2 Y DE ORDEN 3 
Dado el sistema 

ax t +bx 2 = e x 
cxj +dx 2 = e 2 

de dos ecuaciones con dos incognitas, intentamos buscar condiciones sobre los 
coeficientes del sistema para que posea solucion unica. Por el teorema de Rouche- 
Frobenius esto se cumple solamente cuando 



Realizando operaciones elementales con las filas de la matriz de los coeficientes, se 
tiene: 

A (a b\ eFltaFij fac bc\ Fl - F / ac bc \ 

\ c *V \ ca da) \ 0 ad — bc) 

Si ad — bc es nulo, la matriz A de los coeficientes del sistema tiene rango inferior a 2 y, 
por tanto, el sistema (I) no tiene solucion unica. 

Bajo la condicion de que el niimero ad-bc sea no nulo, el sistema (I) puede 
resolverse. Multiplicando la primera ecuacion por d y la segunda por b y restandolas se 
obtiene 

(ad — bc^Xi ^e^d — ejb 

Por tanto: 

e^d — e^b 
1 ad — bc 

Multiplicando la primera ecuacion por c y la segunda por a y restando la primera de la 
segunda se obtiene 

(ad — bc)x 2 = ae 2 - ce^ 


ae^—ce^ 
2 ad — bc 



Por tanto, 
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Dada la matriz 

A 

II 


el numero ad — bc, a ella asociado, recibe el nombre de determinante de A y se denota 
mediante \A\. Por tanto, hemos demostrado el siguiente resultado: 

, PROPOSICI6N 1 




E1 sistema (I) posee solucion unica si y solo si el determinante de la matriz de 
sus coeficientes es no nulo. Ademas, sus soluciones se calculan mediante las 
formulas 


e i 6 

a e x 



e 2 d 

c e 2 


A 1 

a b 

5* 

K> 



c d 

c d 



Las formulas anteriores reciben el nombre de regla de Cramer para la resolucion de 
sistemas compatibles determinados de dos ecuaciones con dos incognitas. 

Observar que las soluciones se obtienen como fracciones que tienen como denomi- 
nador el determinante de A; el numerador de la fraccion de Xj es el determinante de la 
matriz que se obtiene sustituyendo la primera columna de la matriz A por el vector 
columna que aparece a la derecha del sistema (I); el numerador de la fraccion que 
determina x 2 es el determinante de la matriz que se obtiene sustituyendo la segunda 
columna de la matriz A por el vector columna que aparece a la derecha del sistema (I). 

Ejemplo A. E1 sistema 

2xi — x 2 = ll 
Xj + 3 x 2 =0j 

tiene solucion unica ya que 

\ =2-3-(— 1).1=6+1 =7 

Su solucion es 



* * * 
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La principal propiedad de los determinantes es su linealidad; esta propiedad, entre 
otras, se demuestra en el siguiente resultado. 


Teorema 2 


a + a' b + b' a b a' b' 

, = , + , y 

c d c a c a 


a b a b a 

c + c' d + d’ c d c! 


ii) Si B es la matriz que se obtiene a partir de una matriz A multiplicando una 
cualquiera de sus filas por un numero real r se tiene que \B\=r\A\. 

iii ) Si B es la matriz que se obtiene a partir de A intercambiando dos de sus 
filas se tiene que \B\ = —\A\. 

iv) Si B es la matriz que se obtiene a partir de A sumando un multiplo de una 
fila de A a otra fila de A se tiene que |B| = |A|. 

r) E1 determinante de la matriz identidad es 1. 

Nota. Las propiedades i) y ii) son las que determinan la linealidad por filas 
del determinante. Las propiedades ii), iii) y iv) nos muestran el comportamiento 
del determinante frente a las operaciones elementales con las filas de una matriz. 

Demostracion. Unicamente demostraremos la primera parte de i) dejando el resto 
de las demostraciones para el lector debido a su sencillez. Utilizando la defmicion de 
determinante se tiene que: 

a + a' b + b' 

— (a + a)d — c(b + b) = ad + ad — cb — cb = 

c d 

, , „ a b a' b' 

= (ad — cb) + (a'd — cb)= + 

c d c u ^ 

que era lo que queriamos demostrar. 

Observacion. E1 determinante de una matriz de orden 2 con dos filas iguales 
es nulo: 

\a b\ 

\ = ab — ab = 0 


A continuacion pasamos a estudiar una posible definicion del determinante de una 
matriz de orden 3. Para ello supongamos que el sistema 


1*1 + a 12-*2 + a 13-^3 = ^ 1 

a 21 - U + a 22*2 + a 23^3 = ^2 

a 31-*l + a 32 X 2 + a 33 X 3 = ^3 
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de tres ecuaciones con tres incognitas tiene solucion unica. Para encontrar esta 
solucion multiplicamos la primera ecuacion por 

a 22 a 23 

a 32 fl 33 

la segunda por 

_ a 12 a 13 

a 32 a 33 

y la tercera por 

a l 2 a 1 3 
a 22 a 23 

y las sumamos. Despues de realizadas las simplificaciones adecuadas se obtiene: 

a 22 a 23 a 12 a l 3 a l 2 a l 3 \ 

11 „ — a 21 + a 3 1 X 1 = 

a 32 a 33 a 32 a 33 a 22 a 23 / 

, a 22 a 23 , a l 2 a l 3 , , a 12 a 13 

— bj "f - O3 

a 32 a 33 a 32 a 33 a 22 a 23 

Por analogia con el caso del sistema de dos ecuaciones con dos incognitas 
denominamos determinante de la matriz 




/ a i 1 a 12 a i 3 

A = a 2 1 a 22 a 23 

\ a 31 a 32 a 33 

a la expresion que multiplica a en la formula anterior. 

Una forma sencilla de recordar esta defmicion es haciendo uso de los conceptos de 
matriz adjunta de un elemento y de menor. Dada una matriz (a i7 -)j, J= j >2 „ se denomina 

matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (i, j) a la matriz que se obtiene 
eliminando la fila i y la columna j de la matriz dada, y se denota por A u . E1 
determinante de A u se denomina menor del elemento que ocupa el lugar (i, j), es decir, 
a ij. 

Por ejemplo, en la matriz 
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mientras que 


/ 1 

0 

-2 \ 

2 

~T 

3 

\ 5 

-i 

7 / 


1 -2 
5 7 


y |A 22 | = 7 + 10=17 


Con estas notaciones podemos dar la siguiente defmicion. 

DEFINICI6N ( Determinante de una matriz de orden 3) 

Dada la matriz 


11 

fl l 2 

fl l 3 

21 

a 22 

fl 23 

31 

fl 32 

fl 33 


definimos su determinante mediante la formula 

|/4| = fli i|/4 u | — a 21 |+ 21 | + a 3 i|A 31 | 


Ejemplo B 


1 2 0 


-1 1 2 


— 

2 0 

2 

1 3 

1-1 

1 2 

1 3 

2 


-2 

1 2 

1 



1 

2 

0 

2 

2 

1 

3 


-1 

1 

2 


1 

2 

2 0 

1 3 

-1 

1 2 


+ (-D 


= 1 *( — 1) — 2- (4)+ ( — 1) - 6 = — 15 


Si desarrollamos la expresion que nos da el determinante de una matriz de orden 3 
se obtienen los siguientes seis productos: 

M| = flu(fl22 fl 33- a 23 a 32)- fl 2l( a 12«33-fll3«32) + 

+ fl3l( fl 12 fl 23— fll3 fl 22) = a ll fl 22 a 33 + fl 21 fl 13 a 32 + 

+ fl 3 l fl 1 2 fl 23 fl 31 fl 13 fl 22 fl 21 fl 12 fl 33 fl ll fl 23 fl 32 

Los terminos positivos de esta expresion son los productos de los terminos de la 
diagonal principal de A y los productos de los terminos que ocupan los vertices de los 
triangulos de la figura adjunta: 


'11 “12 “13 


a 2l^^3^r®23 
fl 3 1 fl 32 fl 33 


a 23 (terminos positivos) 
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Un resultado analogo se obtiene para los terminos negativos: 
fl n «12 fl i 3 

fl 2 iAfl ^> fl 23 (terminos negativos) 

fl 3 1 fl 32 fl 33 

Esta regla nemotecnica puede emplearse para calcular determinantes, pero solo 
funciona con matrices de orden 3. 

EjEMPLO C. Los terminos positivos del determnante de la matriz 


/1-2 3 

A= 5 0-2 

-1 1 1 


1 -2 3 

5 0 —2 : 1 • 0 ■ 1 + ( — 2)( — 2)( — 1 ) + 5 • 1 • 3 = 1 1 

-1 1 1 

y los terminos negativos son 
1 -2 3 

5 0 —2 : +( — 1) 0-3+ 1 • 1 •( — 2) + 5( — 2)- 1 = — 12 

-1 1 1 

Por tanto, \A\ = 1 1 — (— 12) = 23 (jcomprobar el resultado utilizando la definicion!). 


A continuacion probamos que el determinante de una matriz de orden 3 tiene 
propiedades analogas a las enunciadas en el teorema 2 para determinantes de matrices 
de orden 2. Concretamente: 

Teorema 3 

Las propiedades analogas a i), ii), iii), iv) y v) del teorema 2 son ciertas para 
matrices de orden 3. 


Demostracion. i) Si la primera fila es suma de dos se tiene: 


i + fl 'i i 

fl l 2 + fl l 2 

fl l 3 + fl l 

fl 2 1 

fl 22 

fl 23 

fl 3 1 

fl 32 

fl 3 3 


/ , , \ fl 22 fl 23 fl 1 2 + fl 1 2 fl 1 3 + fl 1 3 , 

= ( fl ! 1 + fl ! !> —a 21 + 

fl 32 fl 33 fl 32 fl 33 
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a \2 + a' l2 «13 + a 'i3i I 1 

+ i — «1 1 


a 12 a 13 , a 12 a 13 

a 21 + fl 31 

a 32 a 33 a 22 a 23 


«22 

«23 

— «21 

«12 

«1 3 

+ «31 

«12 

«13 

«23 

«32 

«33 


«32 

«33 


«22 



«11 

«12 

«13 

«11 

«12 

«13 

= 

«21 

«22 

«23 + 

«21 

«22 

«23 


«31 

«32 

«33 

«31 

«32 

«33 


en donde en la segunda igualdad se ha utilizado la propiedad i) del teorema 2. 
Igualmente puede demostrarse cuando la suma aparece en las filas segunda o tercera. 

ii) Si multiplicamos una fila de una matriz (por ejemplo, la segunda) por un numero 
real r se obtiene: 


«11 

«12 

«13 

r « 2 i 

ra 22 

ra 23 

«31 

«32 

«33 



ra 22 

ra 23 


«12 

«13 

+ «31 

«12 

«13 

= «11 

- ra^i 




ra 23 

«32 

«33 


« 32 ' 

«33 


r « 22 









«u 

«12 

«13 

«22 

«23 

«12 

«13 

, «12 

«13 


«21 



-r« 2 i 


+ ra 3 1 


— r 

«22 

«23 

«32 

«33 

«32 

«33 

«22 

«23 


«31 

«32 

«33 


en donde se ha utilizado la propiedad ii) del teorema 2. 

iii) Intercambiando, por ejemplo, la primera y la segunda fila de la matriz A 
obtenemos: 


«21 

«22 

«23 


«12 

«13 


«22 

«23 

+ «31 

«22 

a 23 

«11 

«12 

«13 

— «21 

-«11 


«33 

«12 



«32 

«33 


«32 


a 13 

«31 

«32 

«33 











a 22 a 23 , a 12 a 13 

= -«11 +«21 

«32 «33 «32 «33 


iv) Tomemos 



«u 

«12 

«13 

B = 

«21 

«22 

«23 


«31 +r«n 

«32 + ra 12 

a 33 + ra 13 
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que se ha obtenido de A sumando a la tercera fila r veces la primera. Debido a las 
propiedades i) y ii) ya demostradas se tiene que 


«11 

«12 

«13 

= \A\+r 


«22 

«23 


«12 

«13 

«21 

«22 

«23 

«i i 


«21 






«12 

«13 


«12 

«13 

«11 

«12 

«13 








«12 «13 , ,, f «12 «13 «12 «13 1 , 

«u = M | + r - a xl +fl n =| 

«22 «23 J |_ «22 «23 «22 «- 3 _ 


que era lo que se queria demostrar. 

La propiedad t>) es inmediata a partir de la definicion. ■ 

Terminamos esta seccion con un ejemplo que muestra como pueden utilizarse las 
propiedades iii), iv) y v) del teorema 3 para calcular determinantes. 

Ejemplo D 


1 

2 0 

1 


2 

0 


1 


2 

0 

1 

2 

0 

2 

1 3 

=2= o 

- 

3 

3 


0 

i 

-3 

3 =2= ( — 3)(5) 

0 

1 

-1 

-1 

1 2 

0 


3 

2 


0 

i 

0 

5 

0 

0 

1 



1 

2 

0 




1 

0 

0 





iv) 

-15 0 

1 

0 

= -1: 

5 

0 

1 

0 =£2= — 15-1 = 

— 

15 




0 

0 

1 




0 

0 

1 





que es el mismo resultado que se obtuvo en el ejemplo B. 


EJERCICIOS 2.1 

1. Calcular los siguientes determinantes de matrices de orden 2: 


b) 

3 

1 

c) a 

1 


0 

4 

a 

b 

— sen 

a 

e) 

cos a 


cos 

a 


sen a 

— 


2. Hallar la inversa de las matrices c) y d) anteriores. 

3. Utilizar la regia de Cramer para resolver los sistemas Ax = b, donde 

-e ;) 


b) V= 


c) b = 


r 
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4 . Utilizar la defmicion de determinante para calcular: 


a ) 

14 3 

b) 

3 2 -1 

c) 1 1 1 

d) 

1 a b 


2 1 0 


7 0 7 

x y z 


0 1 c 


0 3 1 


1 4 -7 

x 2 y 2 z 2 


0 0 1 


5. Calcular a) y b) anteriores utilizando la regla nemotecnica para calcular 
determinantes de orden 3. 

6. Calcular el determinante de la matriz c) del ejercicio 4 realizando operaciones 
elementales en sus filas y utilizando las propiedades de los determinantes. 

7. Calcular 

cos a — sen a 1 
sen a cos a 0 

sen a cos a cos a 

8. Demostrar que si a, b y c son numeros reales, las raices de la ecuacion 

a — x b 

b c — x 

son reales. 

2.2. DEFINICION GENERAL DE DETERMINANTE. PROPIEDADES 

En esta seccion daremos la definicion de determinante de una matriz cuadrada de 
orden n de la forma 

/ a ll a 12 '" a ln 

a 2 1 a 22 '" a 2 n 

A = 

a n2 '" a nn 

Esta defmicion es la generalizacion de ia definicion de determinante de matrices de 
orden 3 dada en la seccion 2.1. Recordemos que \A t] \ denota el determinante de la 
matriz de orden n — 1 que se obtiene suprimiendo la fila i y la columna j de la matriz A; 
\Aij\ se denomina menor del elemento que ocupa el lugar (i, j) en A. 

DefiniciOn ( Determinante de una matriz de orden n) 

Dada una matriz A como arriba, su determinante se defme de la forma 

|A| ^flnlAnl — a 21 |A 21 | H h( — 1) ,I+ 
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Observacion. En la defmicion que acabamos de dar el determinante de una 
matriz de orden n se reduce a calcular n determinantes de matrices de orden 
n — 1; cada determinante de orden n — 1 se reduce a calcular n — 1 determinantes de 
orden n — 2. Continuando este proceso se llega a obtener determinantes de orden 
2, que son faciles de calcular. 


Ejemplo A 


12 3 4 
0 2 2 3 

= 1 

4 2 0 3 
2 2 11 
2 2 3 

( 

2 0 3 =2 

] 

2 1 1 
2 3 4 
2 2 3 = 2 ^ 
2 1 1 

2 3 4 

2 2 3 =2' 
( 

2 0 3 


Por tanto 


2 2 3 


2 3 4 


2 3 4 

2 3 4 

2 0 3 

-0 

2 0 3 

+ 4 

2 2 3 

-2 2 2 3 

2 1 1 


2 1 1 


2 1 1 

2 0 3 

0 3 

2 3 

2 

3 



-2 


+ 2 


-6 + 2+12 = 8 

1 1 

1 1 

0 

3 “ 




12 3 4 
0 2 2 3 
4 2 0 3 
2 2 11 


-2 + 2 + 2 = 2 


= 12 — 18 + 2= —4 


= 1- 8 — 0 + 4- 2 — 2( — 4) = 8 + 8 + 8 = 24. 


E1 calculo de determinantes utilizando la definicion dada resulta larguisimo cuando 
se trata de matrices de orden elevado. E1 estudio de las propiedades del determinante 
aliviara este problema. 

Para demostrar estas propiedades utilizaremos un razonamiento denominado 
metodo de induccidn. 

Este metodo puede aplicarse cuando se trata de demostrar una propiedad P(n) que 
depende de un numero natural n. Para ello se procede como sigue: 

1. ° Se demuestra que P(n) es cierta para un cierto numero natural n 0 , que 

generalmente es pequeno. 

2. ° Se acepta que la propiedad es cierta para todo numero k > n 0 e inferior a n 

(hipdtesis de induccidn) y utilizando esto se demuestra que tambien es cierta 
para n. 
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Estos dos resultados permiten concluir que la propiedad es cierta para todo n ^ n 0 . 
En efecto, por l.° es cierta para n 0 ; utilizando 2.° es tambien cierta para n 0 +l; 
utilizando de nuevo 2.°, P(n) es cierta para n 0 + 2, y este proceso puede continuarse 
hasta alcanzar cualquier mimero natural n por muy elevado que sea. 

Mostraremos con un ejemplo sencillo como se aplica el metodo de induccion. Se 
trata de demostrar que la suma de los n primeros numeros impares es n 2 . 

Sea F(n)=l + 3 + 5H l-(2n — l) = n 2 la propiedad que queremos demostrar. 

1° P(l) = 1 = l 2 es cierta. 

Para convencerse de que el resultado es cierto, el lector puede comprobar que P(2) 
= 1 + 3 = 4 = 2 2 y P(3)= 1 + 3 + 5 = 9 = 3 2 . 

2.° Supongamos que P(k) es cierta para todo k < n, es decir se tiene 

1+3 + 5H b (2k — 1) = k 2 , k— 1, 2, 3, ..., n — 1 

Ahora, 

1 + 3 + 5 + • • • + (2n— 1 ) = 1 + 3 + 5 + • • • + (2n — 3) + (2n — 1) = 

= (1 + 3 + 5 + ••• + [2(n-l)-l])+(2n-l)=i=(n-l) 2 +(2n-l)= 

= n 2 — 2n + 1 + 2n — 1 = n 2 

que era lo que queriamos demostrar. En la igualdad (*) es donde se ha utilizado la 
hipotesis de induccion, ya que se ha aplicado que P(n — 1) es cierta. 

Algunos resultados que pueden probarse mediante el metodo de induccion se 
proponen como ejercicio al final de esta seccion. 

* * * 

Propiedad l(P.l) 

Si una matriz tiene una fila de ceros, su determinante es nulo. 

Demostracion. Esta propiedad es facilmente comprobable para matrices de orden 

2: 


a b 

0 0 

= a-0 — b 0 = 0 v 


o 

o 

c d 


Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden n — 1 y tratemos de demostrarlo 
para una matriz de orden n con una fila de ceros. Supongamos que los ceros ocupan la 
fila /' de la matriz, es decir: 

(hi <?12 

a i'-l,l a i~ 1,2 
0 0 

a nl a n2 
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De la defmicion de determinante deducimos 

MI = a nMiil--+(-l) ia i-i.i|A 1 - 1 , 1 |+(— l) i+1 0M, 1 | + -+(-l)" +1 a n . 1 M nl | 

Todos los adjuntos A kl con /c#i tienen una fila de ceros y, por tanto, |A U | = 0 por la 
hipotesis de induccion. Para k = i, |i4 fl | esta multiplicado por 0 y, por tanto, todos los 
sumandos de la igualdad anterior son nulos. ■ 



Demostracion. Esta propiedad se ha demostrado para matrices de orden 2 y de 
orden 3 en la seccion anterior. Aceptemos que es cierta para toda matriz de orden 
menor que n. Tenemos 


|C|=a n |C 1 i|--+(— l) i+1 [a fl +h il ]|C il | + -+(— l)" +1 a nl |C nl | 

Cada adjunto c kl con lc#i es una matriz de orden n— 1 con una fila que es una 
suma; por tanto: 

IQil = l'4*il + l-Sfei I 

donde A ki y B ki son adjuntos de A y B, respectivamente. Sustituyendo este resultado en 
la igualdad anterior se tiene: 

|C| = a 11 [M i; | + |B li |]-- + (-l) i+1 [a il +h il ]|C il |+-+(-l)" +1 a nl [M nl | + |B nl |] 

Puesto que |C ;i | = 1/1^1 = |B a | se tiene que 

|C| = a 11 M 11 | + -+(-l) i+1 a il |i4 il | + -+(-l)" +1 a nl |A nl | + 

+ an|B 11 | + -+(-l) i+1 h il |5 ;i | + •••+(— l)” +1 a nl |B nl | = |A| + |B| ■ 
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Propiedad 3 (P.3) 

Si B es la matriz que se obtiene a partir de una matriz A multiplicando por 
un numero real r una de sus filas se tiene que \B\ = r\A\. 

Demostracion. En la seccion anterior se demostro que el resultado es cierto para 
matrices de orden 2 y de orden 3. Aceptemos la hipotesis de induccion y supongamos, 
para simplificar la demostracion que 

ra u ra 12 
a 2 1 a 22 

a n 1 a n2 

Tenemos que 

|B| = ra 11 |B 11 |-a 21 |B 21 | + -+(-l)" +1 a nl |B nl | 

E1 adjunto B u coincide con A u y, por tanto, |B u | = Miil; los adjuntos B kt con lc#l 
tienen una fila que esta multiplicada por r y, por tanto, |B tl l =fMiul debido a la 
hipotesis de induccion. Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior obtene- 
mos 

\B\ = ra u \A u \-ra 21 \A 2l \ + ---+(-l) n+i ra„- 1 \A„- l \ = r\A\ ■ 

Propiedad 4 (P.4) 

Si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos de sus filas, se tiene 
que \B\=-\A\. 

Demostracidn. Comenzaremos demostrando el resultado cuando las dos filas que 
se intercambian son consecutivas. A1 igual que en las demostraciones anteriores 
utilizaremos el metodo de demostracion por induccion. E1 resultado es cierto para 
matrices de orden 2 y de orden 3 puesto que se ha demostrado en la seccion anterior. 
Sea, por tanto: 

«11 «12 

«i + 1 , 1 «i + 1 , 2 
«il «i2 

«n 1 «n2 
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la matriz que se ha obtenido de A intercambiando las filas i e »+l. Tenemos que 
|S|=« 11 |B 11 |--+(-l) i+1 a l + 1 , 1 |Biil+(— l) i+2 «ii|Bi+i,il + -+(— lrVlBial 
Se tiene que 



Por otro lado, B kl con fe/i, /+ 1, es una matriz de orden n— 1 con dos filas consecuti- 
vas intercambiadas con respecto a A kt , por la hipotesis de induccion tenemos que |B U | 

= -M*i I. 

Sustituyendo estos resultados en la igualdad anterior se obtiene: 

|B|= — a u Mn| 4 E(— l) i+1 «i+i,iMi+i, il +(— l) i+2 a,iMiil 4 ( — l) n+1 «„i|A n i| = 

= — [«uMnl ^( — l) i+1 «iiMiil + (— l) i+2 «i+i,iMi+i,ilH h(— l)" + 1 a n i|/l„i|] 

= -\A\ 

Hemos demostrado el resultado cuando se intercambian dos filas consecutivas. 
Supongamos ahora que se intercambian las filas i y j = i + k de una matriz. Sea 



la matriz que se obtiene de A intercambiando las filas i y j. La matriz B puede 
obtenerse a partir de A realizando varios intercambios de filas consecutivas. En primer 
lugar, la fila i de A puede colocarse en la fila j=i + k realizando k intercambios de filas 
consecutivas; se obtiene asi la matriz 
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Para pasar de A a B mediante intercambios de filas consecutivas es necesario 
intercambiar la fila (a JU ..., a jn ) que ocupa el lugar j— 1 =i + (k— 1), k— 1 veces para 
colocarla en la fila i. En defmitiva, de A se pasa a B mediante k + (k — \) = 2k—l 
intercambios de filas consecutivas. Cada uno de estos intercambios cambia de signo el 
determinante y puesto que se hacen un numero impar de intercambios se tiene que 

Propiedad 5 (P.5) - 

Si una matriz tiene dos filas iguales, su determinante es nulo. 

Demostracion. Sea 


una matriz con dos filas iguales, a saber, las filas i y j; intercambiando estas filas se 
obtiene la misma matriz; sin embargo, por la propiedad 4, el determinante cambia de 
signo. Por tanto, |A| = —\A\; de aqui se deduce que \A\=0, que era lo que queriamos 
demostrar. ■ 

Ejemplo B. La matriz 


/ 2 

1 

3 

5 

1 

0 

1 

-1 

0 

2 

3 

1 

-3 

1 

1 

0 

1 

-1 

0 

2 


5 

2 

7 

0 


tiene determinante nulo ya que su segunda y su cuarta fila coinciden. 

Propiedad 6 (P.6) 

Si B es la matriz que se obtiene a partir de A sumando un multiplo de una 
fila de A a otra fila de A se tiene que |B| = |zl|. 
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Demostracion. Multipliquemos la fila i de A por r y sumemosla a la fila k para 
obtener B; por las propiedades 2 y 3: 

a ll a ln 

a il a in 

|B| = |/l|+r j | )iguales 

a il ■■■ a in 

La matriz cuyo determinante aparece el ultimo en la igualdad anterior tiene dos 
filas iguales y, por tanto, es nulo por la propiedad 5. Este razonamiento demuestra el 
resultado. ■ 

Las propiedades 3 y 6 de los determinantes junto con 

1 0 0 
0 1 ••■ 0 

= 1 

0 0 ••• 1 

permiten calcular determinantes de una matriz cuadrada de cualquier orden. E1 
siguiente ejemplo muestra este hecho. 

En este ejemplo y en otros de calculo de determinantes en los que se considere 
necesario, se utilizaran los siguientes simbolos aclaratorios de las igualdades que se 
escriben: 

1) rFj significa que la j-esima fila de la matriz ha sido multiplicada por el nu- 
mero real r. 

2) Fj + rF k significa que a la y'-esima fila de la matriz se le ha sumado r veces la 
fila k. 

3) La propiedad que utilicemos en cada caso se indicara bajo el signo de 
igualdad. 



Ejemplo B 


1 

2 

3 

4 


l 

2 

3 

4 

0 

2 

2 

3 

1 1 

0 

2 

2 

3 

4 

2 

0 

3 

P.6 

0 

-6 

-12 

-13 

2 

2 

1 

1 


0 

-2 

-5 

-7 


Ft-jFi 

p76 — 


1 2 
0 2 
0 0 
0 0 


3 

2 

-6 

0 



l 

2 

3 

4 

= 2 • ( — 6)( — 2) 
P.3 

0 

1 

1 

3/2 

0 

0 

1 

2/3 


0 

0 

0 

1 


80 


Algebra y Geometria 



10 0 0 


0 10 0 

========== 2-( — 6)(— 2) 

Aphcar varias veces P.6 v 0 0 10 


= 24 (*) 


0 0 0 1 


Observar que el resultado es el mismo que el obtenido en el ejemplo A. 

* * * 

Nota. En el ejemplo anterior solamente se han necesitado P.3, P.6 y (*) 
para calcular el determinante. Este es un hecho general, es decir, las propiedades 
P.3, P.6 y (*) determinan de manera unica un numero al cual se le denomina 
«determinante» y que satisface todas las propiedades y formulas que daremos 
aqui. E1 lector interesado puede encontrar una exposicion de este tipo en el libro 
de A. G. Kurosch, Curso de algebra superior, Editorial Mir, 1977. 

En el ejemplo B puede observarse que cuando tenemos que calcular el determinan- 
te de una matriz como 

/'2 3 4\ 

0 2 2 3 

00-6-4 

\0 0 0 - 2 / 

el resultado se obtiene multiplicando los elementos de su diagonal principal, es decir, la 
diagonal de izquierda a derecha y de arriba a abajo. 

Este es un resultado general. Una matriz se dice triangular superior si todos sus 
elementos por debajo de su diagonal principal son nulos. 

Propiedad 7 (P.7) 

E1 determinante de una matriz triangular superior es el producto de los 
elementos de su diagonal. 



Demostracion. Sea 
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una matriz triangular superior. De la definicion de determinante aplicada repetidas 
veces se tiene: 


1-41 =«ii . 


a 22 

0 

a 23 

«33 ' 

' a 2n 

■ a 3n 

— aj ia 22 

«33 ' 

* * * u> 

3 

0 


a nn 


0 

®nn 


— —a u a 22 "' a n n 


De la propiedad 7 se deduce que el determinante de una matriz diagonal, es decir, 
una matriz cuyos elementos son todos nulos excepto los de su diagonal principal, es el 
producto de los elementos de la diagonal: 


a 1{ 0 0 

0 a 22 0 

0 0 a,. 


0 — Uiia22 a 33'" a n 


| 0 0 0 a nn | 

Es conveniente que el ejercicio siguiente se realice en este momento y sin conocer 
mas propiedades de los determinantes, puesto que mas adelante resultara muy sencillo. 

Ejercicio 1. Una matriz triangular inferior es una matriz que tiene todos sus 
terminos nulos por encima de la diagonal principal. Demostrar que el determinante de 
una matriz triangular inferior es el producto de los elementos de la diagonal principal. 

Ejemplo C. Para calcular el determinante de la matriz 


A=\ 3 


la reducimos a una matriz triangular superior mediante operaciones elementales en sus 
filas y aplicamos las propiedades ya conocidas de los determinantes. Tenemos: 


F 5 -2F, 

F 6 -2F, 


2 

3 

5 

2 

0 


-l 

3 

4 

2 

-1 

0 

1 

2 

0 

1 

F, — F, 

0 

1 

2 

0 

1 

3 

0 

1 

0 

1 

P.6 

3 

0 

1 

0 

1 

0 

-5 

-13 

-4 

-4 


0 

-5 

-13 

-4 

-4 

0 

-1 

-1 

2 

-2 


0 

-1 

-1 

2 

-2 
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-1 

3 

4 

2 

-1 


-1 

3 

4 

2 

-1 

0 

1 

2 

0 

1 

F, - 9F 2 
f 4 + 5f 2 

0 

1 

2 

0 

1 

0 

9 

13 

6 

-2 

F,+F 2 

P.6 

0 

0 

-5 

6 

-11 

0 

-5 

-13 

-4 

-4 


0 

0 

-3 

-4 

1 

0 

-1 

-1 

2 

-2 


0 

0 

1 

2 

-1 



-1 

3 

4 

2 

-1 


-1 

3 

4 

2 

-1 


0 

1 

2 

0 

1 


0 

1 

2 

0 

1 

F, + 5f 5 
f 4 + 3f 5 

0 

0 

0 

16 

-16 

F,~F S 

0 

0 

1 

2 

-1 

P.6 

0 

0 

0 

2 

-2 

P.4 

0 

0 

0 

2 

-2 


0 

0 

1 

2 

-1 


0 

0 

0 

16 

-16 


-1342-1 
f ,- 8f4 0 12 0 1 

===== - 0 0 1 2 -1 ===== —( — 1 ) 11-20 = 0 

P.6 

0002-2 
0 0 0 0 0 

* * * 

En la defmicion dada de determinante se ha utilizado la primera columna de la 
matriz y sus adjuntos. Nuestro proximo objetivo es demostrar que tambien puede 
calcularse el determinante mediante una formula que incluya cualquier otra columna o 
incluso cualquier fila de la matriz y sus adjuntos. Estos resultados seran de gran 
utilidad para simplificar el calculo de determinantes. 

Comenzaremos demostrando que puede utilizarse la primera fila de la matriz para 
calcular determinantes. 
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Demostracion. Procedemos por induccion en el orden de la matriz. Si A es una 
matriz de orden 2 puede ser de la forma 


fln 0 


o B = 


0 a i: 


En el primer caso se tiene |+| = an «22 = «iil+iil y en e l segundo |J5| = — « 12^21 = 
— a 12 \A l2 l, lo cual prueba que la formula es cierta en este caso. 

Para que el lector pueda seguir mejor el caso general hacemos un caso particular 
de una matriz de orden 3. Sea 

l 0 fl 12 0 \ 

A — I «21 a 22 a 23 


‘31 “32 “33 


Tenemos que 


\A\ = — « 2 : 


«12 0 «12 0 
+ «31 


— — «21«12«33 + «31«12«23 


— «i2[«21 a 33 «31«23]— ~«12 


que era lo que queriamos demostrar. 

Aceptemos ahora que el resultado es cierto para toda matriz de orden inferior any 
sea A una matriz de orden n. Si el elemento no nulo ocupa el primer lugar de la 
primera fila se tiene 

/«11 0 0 \ 


De la definicion de determinante deducimos que 

\A\=a 11 \A 11 \-a 21 \A 21 \ + ---+(-\) n+l a nl \A nl \ = a 11 \A 11 \ 

ya que cada adjunto A jlt con j > 1, tiene una fila de ceros y, por tanto, su determinan- 
te es nulo (propiedad 1). 

Supongamos ahora que el elemento no nulo de la primera fila ocupa el lugar j, con 
j > 1. Tenemos 


0 0 
«21 «22 


0 «, 


«n.j-l «n, j «n , j+ 1 
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De la defmicion de determinante deducimos que 

\A\=-a 21 \A 2 i\ + a 3 i\A 3l \--+{-l) n + 1 am\A nl \ 
E1 adjunto A n , i > 1, de la formula anterior es de la forma 


B (i) = A n = 


/0 

a u 

• • 0 \ 

a i- 1,2 

a i — 1 , j 

‘ ' a i + 1 , n 

a i + 1 , 2 ' ‘ 

a i+l,j 

” a i+ l,n 

• 

\ a n2 

a nJ 

& 

3 

3 


y de orden n— 1; por la hipotesis de induccion su determinante es 

Mul = (-lKlBiVil 

donde jB < 1 ‘ ) 7 - _ t denota la matriz que se obtiene de B (i) = A n suprimiendo la primera fila 
y la (j — l)-esima columna. Por tanto: 

\A\ = -a^-iya^B?). J + a 31 (- l) ) a u |B < 1 3) ._ 1 | + +(- 1)" + 'a nl (- l)'a u |B < 1 ",> J ._ t | = 

= ( — 1>> + la ij [ a 2 i ^ | — a 31 IB^y- s | H I- ( — l)"a Bl 1 1] 

Solamente falta probar que la expresion entre parentesis coincide con |+ u |. Puesto que 


I a 2 1 a 22 a 2,j— 1 a 2,j + 1 

I a 3l a 32 "■ a 3,j— 1 a 3,j+ 1 

B'''= 4 U = : 


, a nl a n2 


se tiene que 


M u l = a 2 i |BV> | - a 31 m | + •••+( - l)"a„ , | Btfl ul | 


En B ( /( se han suprimido la primera fila y la primera columna de A u y, por tanto, se 
han suprimido las dos primeras filas de A y las columnas primera y j-esima de A; de la 
misma manera, en B ( u ’j_ t se han suprimido la primera fila y la 1 columna de zl 21 y, 
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por tanto, se han suprimido las dos primeras filas y la primera fila y la y'-esima 
columna de A. Por tanto: 

B < /i=B , i 2) 1 -i 

De manera similar se demuestra que B/j =B , 1 3 > J _ 1 , etc., lo cual demuestra el 
resultado. ■ 

Ejemplo D. E1 determinante de la matriz 

0 0-30 

12 1-4 

3 10-1 

- 1-5 2 0 

es 

12-4 1 

\A\=(- 1) 3 + 1 ( — 3 ) 3 1 -1 == -3 0 

- 1-50 0 

= ( — 3)[20 + 33 ] = — 1 59 
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Si Aj, y=l, 2, n, es la matriz que tiene todas sus filas iguales a A, excepto la 
primera, en la que todos sus elementos son nulos excepto el que ocupa el lugar j que es 
a ljt de la propiedad 2 de los determinantes aplicada reiteradas veces se tiene 

l+l = l+il + l+ 2 |-i H+J 

Por el teorema 1, \A ] \ = (-\) i+l a lj \A lj \, lo cual prueba el resultado deseado. ■ 
Ejemplo E. Para calcular el determinante de la matriz 



utilizamos el teorema 2 para obtener 

0 1 3 1 3 0 

1 1 2 1-1 1 +(_1) -1 2 = 2 -(- 2 )— K 3 + D — 1'6 = 

= _4_4_6= -14 

* * * 

Sea B la matriz que se obtiene de A = (a y )i=i intercambiando las filas primera y 

segunda. J_1 " 

Por la propiedad 5 tenemos que \A\= — |B| y puesto que 



utilizando el teorema 1 para desarrollar el determinante de B por su primera fila se 
tiene que 

|/l|=-|B|=-[u 21 |S n |-a 22 |B 12 | + -+(-l)" +1 a2 JB ln |] 

Puesto que B u =+ 2j . para todo j= 1, 2, ..., n tenemos que 

\A\= -a 21 \A 21 \+a 22 \A 22 \ + (-l)" +1 a 2 J/l 2 J 

lo cual nos da una formula para desarrollar el determinante de A por la segunda fila. 
La principal diferencia con el teorema 1 es que el primer termino es negativo. 

Si ahora intercambiamos la segunda y la tercera fila, el determinante cambia de 
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signo por la propiedad 5 y, por tanto, se tendria una formula para desarrollar el 
determinante por la tercera fila, comenzando con un sumando positivo. 

Este razonamiento demuestra el siguiente resultado. 

TEOREMA 3 ( Desarrollo por la i-esima fila) 

Si A = ( aij ) i j=U2 „, se tiene que 

\A\=(-l) i+i a n \A il \+(-lY + 2 a i2 \A i2 \ + ---+(-l) i + % n \A in \ 

No es de extranar que exista un resultado analogo para calcular el determinante 
utilizando un desarrollo por cualquiera de las columnas. Ello requiere la defmicion de 
matriz traspuesta de una dada. 

Si + es una matriz de orden m x n, se denomina matriz traspuesta de +, y se denota 
por A', a la matriz de orden n x m que se obtiene poniendo como i-esima fila a la i-esima 
columna de la matriz A. 

Por ejemplo, la matriz traspuesta de 


1 2 -2 


H-1 ■) 

E1 resultado principal que relaciona la operacion de trasposicion con el producto 
de matrices es el siguiente: 

(AB)' = B'A' 

siempre que las multiplicaciones anteriores tengan sentido (ver ejercicio 6 al fmal de 
esta seccion). 

Teorema 4 

Si A es una matriz cuadrada, \A\ = \A'\. 

Demostracion. E1 resultado es cierto para matrices de orden 2 puesto que 


i , i a i 1 a 12 

1 + 1 = = a ll a 22~ a l2 a 21 

a 21 a 22 


j a l2 

|/4|= ~ a n a 22 ^21^12 

a 21 a 22 
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Supongamos que el resultado es cierto para matrices de orden inferior a n y sea A 
= (fl y ) j /=1 2 „ una matriz de orden n. Puesto que 


B = A'=\ 


por el teorema 2 se tiene que 

\A'\ = a ll \B ll \-a 21 \B l2 \ + ---+(-l) n+l a nl \B ln \ 

Puesto que ^ = ,4^,;= 1, 2, n, utilizando la hipotesis de induccion se tiene que 
|zl I | = fl 11 |zl u |-a 21 |zl 21 | + --- + (-l)'' +1 fl„ 1 |zl nl | = |zli ■ 

Los teoremas 3 y 4 producen el siguiente resultado: 

TEOREMA 5 ( Desarrollo por la j-esima columna) 

Si A = (aJ iJ=u2 se tiene que 

\A\ = (- ly^aJAJ+i- iy +2 a 2J \A 2J \ + •■■+(-! y+*a nj \A nj \ 


Ejemplo F. Para calcular el determinante de la matriz 


13 5 2 
0 0 3 0 
3 0 14 
\ 4 0 2 1 


desarrollamos por la segunda columna para obtener 

13 5 2 0 3 0 

0 0 3 0 3 4 

W -3 0 , \ ; = - 3( " 3l 4 ■ 

4 0 2 1 

= — 3( — 3) ^ ^ — 9( — 13)= — 117 


en donde el determinante de orden 3 se ha desarrollado por la primera fila. 


* * * 
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E1 teorema 4 produce otro resultado interesante. En las propiedades 1 a 6 de los 
determinantes puede sustituirse ia palabra «fila» por «columna» y los resultados siguen 
siendo validos. Esto permite realizar operaciones elementales con columnas para 
calcular determinantes. 

La verificacion de estos resultados se deja para el lector. 

En el ejemplo anterior se observa que el calculo de determinantes se simplifica si 
desarrollamos por una fila o columna que presente el mayor numero de ceros. Si una 
matriz no posee ningun elemento nulo es posible realizar operaciones elementales con 
sus filas o columnas, de manera que el determinante no cambie, pero que la nueva 
matriz posea varios ceros en alguna de sus filas o columnas. 

E1 metodo combinado de realizar operaciones elementales y utilizar las formulas 
anteriores es el mas utilizado para calcular determinantes, debido a que simplifica el 
numero de operaciones a realizar. 

Ejemplo G. Sea 

-1 4 3 - 2 \ 

- 3 1 0 5 

2 1-1 3 

2 1 1 1 / 

Multiplicando por 2 la segunda columna y restandosela a la primera se tiene 



\A\ 


C, -2C 2 

P.6 


-9 4 3 -2 

-5105 
0 1-1 3 

0 1 1 1 


Desarrollando por la primera columna se tiene 


1 0 

5 

4 3 

-2 

1 -1 

3 +5 

1 -1 

3 

1 1 

1 

1 1 

1 


Para calcular el primero de estos determinantes restamos la primera fila de la segunda 
y de la tercera para obtener 


10 5 10 5 

1 -l 3 = 0 -1 -2 = ~ l =4 + 2 = 6 

1 -4 

1 11 0 1-4 
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Para calcular el segundo restamos la primera columna de la segunda y la tercera para. 
obtener 

4 3 -2 4 -1 -6 _ 6 

1-1 3=1-2 2 = = —2—12= — 14 

11110 0 

Por tanto: 

|>4| = — 9-6+5-( — 14) = -54-70= -124 
* * * 

Es conveniente escribir una matriz con los signos que se asocian a cada ele- 
mento en el desarrollo de los teoremas 3 y 5 con motivo de ayudar al lector a re- 
cordarlos. Esta matriz es 

+ — + — + 

- + - + - 

+ - + - + 

- + - + - 


Ejemplo H. Tratemos de calcular el determinante de la matriz 

Ix a a 
A = a x a 
\a a x 

Las operaciones elementales que se realizan se indican adecuadamente encima del 
signo de igualdad. 



X 

a 

a 

X 

a 

a 




f 3 - f 2 




x a a a 

a 

X 

a 

a 

X 

a 

= x —a 







a—x x-a a—x x—a 

a 

a 

X 

0 

a — x 

x — a 



= x[x(x — a) — a(a — x)] — a[a(x — a) — a(a — x)] — 

= (x - a)[x 2 + xa - a 2 - a 2 ] = (x - a)(x - a)(x + 2 a) 
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EJERCICIOS 2.2 

1. Calcular los siguientes determinantes mediante su desarrollo por la primera 
columna: 


4 2 1 

b) 

3 0 1 

c) 

10 0 7 

7 6 5 


4 3 2 


0 12 3 

1 2 3 


1 2 1 


2 111 





0 3 2 1 


2. Calcular los siguientes determinantes reduciendolos a una matriz triangular 
superior mediante operaciones elementales: 


a) 

2 

4 

-2 


3 

6 

-3 

9 

c) 

1 

0 

3 

5 

<0 

2 

0 

-2 

4 


3 

5 

2 

b) 

2 

1 

0 

4 


2 

1 

2 

7 


0 

3 

9 

-6 


2 

5 

1 

1 

3 

2 

5 


2 

2 

0 

4 


1 

2 

-1 

0 






0 

1 

3 

2 


3 

2 

1 

2 


0 

3 

4 

2 


3. Calcular los siguientes determinantes usando sus propiedades y efectuando un 
numero reducido de computaciones. 


1 

0 

2 


b) 

1 

2 

2 

1 

c) 

2 

1 3 

2 


d) 

2 

0 

0 

3 

5 

3 

4 

6 



0 

4 

2 

1 


1 

0 0 

1 



1 

-1 

2 

1 

2 

5 

7 

10 



0 

0 

2 

1 


4 

-1 2 

1 



0 

1 

3 

-1 

1 






0 

0 

1 

1 


3 

-1 0 

1 



4 

1 

1 

-1 

0 
















-2 

3 

1 

-3 

0 

3 

0 

0 

3 

f) 

1 

— A 


2 

1 

9) 

1 

1 

0 

1 






0 

3 

0 

3 




0 

3 

— 2 

1 


2 

X 

0 

1 






0 

0 

3 

3 




3 


1 1- 

-2 


0 

1 

y 

1 






3 

3 

0 

0 









0 

1 

l 

1 







4 . Demostrar, sin necesidad de calcularlos, que los siguientes determinantes son 
nulos: 


a) 1 

2 

3 

b) 

X 

y 

2x + 3y 

c) 

sen 2 a 

1 

cos 2 a 

-1 

-2 

-3 


4 

3 

17 


sen 2 b 

1 

cos 2 b 

3 

1 

-4 


z 

t 

2z + 3t 


sen 2 c 

1 

cos 2 c 


d) 1 2 3 4 5 e) l 2 2 2 3 2 4 2 

2 3 4 5 6 2 2 3 2 4 2 5 2 

3 4 5 6 7 3 2 4 2 5 2 6 2 

4 5 6 7 8 4 2 5 2 6 2 7 2 

5 6 7 8 9 
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5. Sabiendo que los numeros 58.786, 30.628, 12.831, 80.743 y 16.016 son todos 
divisibles por 13, demostrar que el determinante de la siguiente matriz es tambien 
divisible por 13: 

/5 8 7 8 6 

3 0 6 2 8 

A= 1 2 8 3 1 

8 0 7 4 3 

\1 6 0 1 6 

6. Demostrar que (AB)' = B'A' siempre que las multiplicaciones anteriores tengan 
sentido. 

7. a ) Demostrar que si A es una matriz cuadrada de orden n, y r es un numero real 
\rA\ = r n \A\. b) Utilizar a) para decir como cambia el determinante de una matriz de 
orden n si los signos de todos sus elementos se cambian. 

8. Una matriz cuadrada A se dice antisimetrica si A= -A'. 

a) Dar un ejemplo de una matriz antisimetrica de orden 4. 

b) Demostrar que si A es antisimetrica y de orden impar su determinante es nulo. 
( Sugerencia : utilizar l.b)). 

c) i,Es cierto el resultado de la parte b) si A es de orden par? 

1 x y 

9. Demostrar que 1 a y b^ =0 es la ecuacion de una recta en el plano que pasa 

1 a 2 b 2 

por los puntos b^) y A 2 =(a 2 , b 2 ). 

Los siguientes ejercicios se refieren al metodo de demostracion por induccion. 

n+l 

10 . Demostrar la formula 1+2 + 3H b n = ——n. 

2 

, , , , n(n+l)(2n+l) 

11 . Demostrar la formula 1 1 2 + 2 2 + 3 2 H l-n 2 = . 

6 

12. Un poligono se denomina convexo si las lineas que unen dos cualesquiera de sus 
vertices estan en el interior del poligono. Demostrar, mediante el metodo de induccion, 
que la suma de los angulos interiores de un poligono convexo de n lados es 180(n — 2). 

13 . Deducir una formula para calcular 

1 IV 
0 1 ) 

y demostrarla mediante el metodo de induccion. 

14 . Si A es una matriz triangular inferior de orden 3 cuyos elementos son nume- 
ros reales, todos los elementos de su diagonal principal son iguales y A 2 = /, 
demostrar que A es / 6 — /. 
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2.3. DETERMINANTE DE UN PRODUCTO DE MATRICES. 

CALCULO DE DETERMINANTES DE ORDEN n 

E1 primer resultado que queremos probar en esta seccion es que el determinante de 
un producto de matrices cuadradas del mismo orden es el producto de los determinan- 
tes de cada una de ellas. 

Para probar este resultado mostraremos primero que las operaciones elementales 
con las filas de una matriz pueden expresarse mediante multiplicacion por matrices 
adecuadas. 

Estudiaremos cada operacion elemental por separado. 

a) Si multiplicamos la fila i de la matriz A=(a y ) jjJ=1 „ por un numero real c 

no nulo el resultado es el mismo que si multiplicamos la matriz A por la izquierda por 
la matriz 



Columna i 


En efecto: 



b) E1 resultado de intercambiar las filas i y k de la matriz /4=(a 0 ) iJ=1 n es el 
mismo que si multiplicamos la matriz A por la izquierda por la matriz 



Columna i Columna k 
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En efecto: 



c) E1 resultado de multiplicar por c la fila i de la matriz v4=(a y ) M=1>2 ,..., B y 
sumarselo a la fila k es el mismo que si multiplicamos la matriz A por la izquierda por 
la matriz 
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Las matrices £ que aparecen en cada uno de los casos anteriores reciben el nombre 
de matrices elementales. Observar que toda matriz elemental se obtiene a partir de la 
matriz identidad realizando la operacion elemental correspondiente a su caso. Asi, por 
ejemplo, la matriz elemental del caso b ) se obtiene intercambiando las filas i y k de la 
matriz identidad. 

Son ejemplos de matrices elementales las siguientes: 


/10 0 
£=001 
>0 1 0 


1/2 0 ' 
0 1 


-2 0 

0 0 

1 0 

0 1 


Puesto que toda matriz puede reducirse a una matriz escalonada mediante una 
sucesion de operaciones elementales, se tiene el siguiente resultado: 

Resultado 1 

Toda matriz cuadrada A puede reducirse mediante una sucesion de matrices 
elementales £„ £ 2 , ..., E k a una matriz escalonada B tal que 

E k -E 2 E,A = B 


Ejemplo A. La matriz 


/12 1 
A= 3 1 2 
,0 11 


UNIYERSIDAD DE LA REPUJBLICA 

FACULTAD OF. TVGETTERIA 

DEPAR7A MKtfTO DtS 
DOCUMENTACION Y BIBLIOTECA 
MONTEVTDBO - UKUOUAY 


se transforma en la identidad mediante la siguiente sucesion de operaciones elementa- 
les: 


/ 1 

2 

l' 

\ h 

2 

1 

3 

1 

2 

0 

-5 

-1 

\° 

1 

l l 

1 \° 

1 

1 


2 1 
1 1 

-5 -1 


1 2 1 
0 1 1 
0 0 4 


1 2 1 
0 1 1 
0 0 1 


0 0 1 


/1 2 1 \ / 1 2 0 \ /10 0 

0 1 0 -~ r F > > o 1 0 - Fl ~ 2f O o 1 o 


0 0 1 


0 0 1 
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Por tanto, podemos escribir la igualdad 


1 -2 0\ /1 0 -1 
0 10 0 1 0 

0 0 1/ \0 0 1 


'1 0 0 \ /1 0 0 \ /1 0 0 \ /1 0 0 
0 1 -1 0 1 0 0 1 0 0 0 1 


1/ \0 0 1/4/ \0 5 1/ \0 1 0 


-3 1 0 \A = I 


que el lector puede comprobar, 
Ejemplo B. La matriz 


se transforma en una matriz escalonada mediante la siguiente sucesion de operaciones 
elementales: 


2 1 \ f 2 - 2 f , /2 1 \ jf , ^ /1 1/2 

4 2 A 0 0 'lo 0 


Por tanto: 


!/ 2 0 V 1 0 \ /1 1 / 2 ' 

0 1/1—2 l) \0 0 


ProposiciOn 2 — — 

Toda matriz elemental posee una inversa, que es tambien una matriz elemen- 


Demostracion. Toda matriz elemental £ se obtiene a partir de la identidad 
mediante una operacion elemental. Mediante la operacion inversa de la realizada, que 
es tambien una operacion elemental, E se transforma en la identidad. I 


Ejemplo C. La inversa de E = ^ ^ es ^ La inversa de E = ^ 0 1 0 j 

/1 0 0\ /1 0 0\ 

es ella misma. La inversa de 0 1 0 es 0 1 0 . La comprobacion se deja 

\0 5 1 / \ 0 —5 1 / 


/0 0 1 

I. La inversa de E = 0 1 0 


para el lector. 


* * * 
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ProposiciOn 3_ 

Si A es una matriz invertible, A puede factorizarse como un producto de 
matrices elementales. 

Demostracidn. Puesto que A es invertible puede reducirse a la identidad mediante 
una sucesion de operaciones elementales; por el resultado 1 existen matrices elementa- 
les £j, £ 2 , ..., E k tal que 

E^-E^E^A^I 

Por tanto, A = E^ l Ej 1 ■E k 1 y cada una de las matrices Ej 1 es una matriz elemental 
debido a la proposicion 2. ■ 

Ejemplo D. Si A es la matriz del ejemplo A se tiene: 



Demostracion. La demostracion la realizaremos en tres etapas. 

Etapa 1. Si A es una matriz elemental £ el resultado es cierto. Para probarlo 
estudiamos cada uno de los posibles casos de matrices elementales. 

En el caso a), |££| = c|£| por la propiedad 3 de la seccion 2.2; ademas, |£| = c y, por 
tanto, |£B| = c|B| = |£||B|. 

En el caso b), \EB\= — \B\ por la propiedad 4 de la seccion 2.2; ademas, |£|= — 1 
por la misma propiedad y, por tanto, |££| = |£||B|. 

En el caso c), |£B| = |J5| por la propiedad 6 de los determinantes; ademas, |£| = 1 
por la misma propiedad y, por tanto, |£E| = |£||B| tambien en este caso. 

Etapa 2. Si A es invertible, por la proposicion 3 podemos escribir = £ 2 £ 2 - ■ £ k , 
donde cada Ej es una matriz elemental. Aplicando repetidas veces el resultado 
obtenido en la etapa 1 se tiene: 


\AB\ = \E l E 2 -E k B\ = \EME 2 -E k B\=--- = \E l \\E 2 \-\E k \\B\ = 
= \E x E r -E k \\B\ = \A\\B\ 
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Etapa 3. Si A no es invertible, por el teorema 3 de la seccion 1.4, el rango de A es 
inferior a n y, por tanto, |d| = 0. En este caso tambien |^45|=0 ya que A puede 
escribirse de la forma A = £ 1 '£' 2 ' ... E' k A', donde las Ej son matrices elementales y A' 
tiene una ftla de ceros. Por tanto, \AB\ = \E[ E' 2 ... E' k A' B\ = \E[\\E/\ ••• \^k\\ A ' ^1 = 0, 
ya que A'B tiene tambien una fila de ceros. ■ 

Ejemplo E. E1 teorema sobre el determinante de un producto es litil para 
calcular algunos determinantes. E1 determinante de la matriz 


b 2 + c 2 

ab 

ca 

ab 

c 2 + a 2 

bc 

ca 

bc 

a 2 + b 


puede calcularse facilmente escribiendola como un producto de dos matrices de orden 
3. En efecto: 

I b c 0 \ / b a 0\ 

A= a 0 c c 0 a 

\0 a b \ 0 c b 


y puesto que 


se tiene que 


b 

c 

0 

b 

a 

0 

a 

0 

c 

= — 2 abc y c 

0 

a 

0 

a 

b 

0 

c 

b 


\A\ = 4a 2 b 2 c 2 


La segunda parte de esta seccion esta dedicada a dar algunas sugerencias relativas 
al calculo de determinantes de matrices de orden n y de matrices de orden elevado que 
pueden reducirse al calculo de determinantes de matrices de orden inferior. 
Comenzamos con el determinante de la matriz de orden n: 


/x a a 
I a x a 
A„=\ a a x 


E1 desarrollo de \A n \ por una cualquiera de sus filas o columnas no conduce a ningun 
resultado positivo. Lo mas adecuado es realizar operaciones elementales con sus filas o 


Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 


99 


columnas y utilizar las propiedades de los determinantes estudiadas en la seccion 
anterior, hasta convertirla en una matriz triangular. 

Restando la primera fila de cada una de las restantes se tiene: 

x a a ■■■ a 

a — x x — a 0 ••• 0 

\A„\= a — x 0 x — a ••• 0 

a — x 0 0 ■•• x — a 

Sumando a la primera columna todas las restantes se tiene: 

x + (n— l)a a a ■■■ a 

0 x — a 0 ••■ 0 

\A„\= 0 0 x — a ■■■ 0 =(x — a)" _1 [x + (n-l)fl] 

0 0 0 x — a 

Nota. Ver el ejemplo H de la seccion anterior, donde se ha calculado este 
determinante para n = 3. 

* * * 

La demostracion por induccion tambien puede aplicarse para calcular determinan- 
tes de matrices de orden n. Expondremos este metodo calculando el determinante de la 
matriz 



que se conoce en la literatura matematica con el nombre de determinante de Vander- 
monde. 

Multiplicando cada fila por x 2 y restandosela a la siguiente se tiene: 

11 1 ••• 1 
0 X 2 -Xi Xj-Xi ••• X n -Xj 

V n (x ..., x n ) \A n \ 0 x 2 (x 2 x x ) x 2 (x 2 x^) ••• x (x„ x^) = 

0 x5' 2 (x 2 -Xj) xr^Xs-x,) ••• xr 2 (x„-Xi) 


Algebra Geometria 


1 1 

= (x 2 X 3 )*(X 3 ^l) ( X n -*l) 


2 v-n 2 ^ 


= fl(^jt-^i) K.-i(*: 

_fc = 2 


, x 3 , ..., x„) 


donde el simbolo fl significa el producto de todos los factores que aparecen variando 


k de 2 a n. 

De la misma manera se deducira la formula 


n 

f/>-l(*2> x 3 , ..., X„)= ]~[ (x k -x 2 ) Ki-2( x 3> •••> x n) 

Jt = 3 

Se deducira de aqui que V n (x lt x 2 , ..., x„) es el producto de todos los factores de la 
forma (x k -Xj) con k>j, es decir: 

K(xi, -, x„)= n (*»“*/) 


Finalmente mostramos un metodo para calcular determinantes de orden elevado 
siempre que se puedan relacionar con determinantes de orden inferior del mismo tipo. 
Por ejemplo, para calcular 

3 4 0 0 0 0 

2 3 4 0 0 0 

0 2 3 4 0 0 

° 6= 0 0 2 3 4 0 

0 0 0 2 3 4 

0 0 0 0 2 3 


observamos que 


4 0 0 0 0 

2 3 4 0 0 

D 6 = 3D 5 — 2 0 2 3 4 0 =3D 5 -8Z) 4 

0 0 2 3 4 

0 0 0 2 3 
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La formula D 6 = 3D 5 — 8D 4 se denomina formula de recurrencia y nos permite 
calcular D 6 conociendo D 5 y D 4 . La misma formula de recurrencia aplicada a D 5 y D 4 
nos da: 

D 5 = 3D 4 — 8D 3 , D 4 = 3D 3 — 8D 2 

Por tanto: 

D 6 = 3[3D 4 - 8D 3 ] - 8[3D 3 - 8D 2 ] = 9D 4 - 2 • 3 • 8D 3 + 8 2 D 2 
Puesto que D 3 = 3D 2 — 8D t se tiene finalmente que 

D 6 = 9[3D 3 - 8D 2 ] -2-3-8 D 3 + 8 2 D 2 = 3 3 [3D 2 - 8DJ -9 • 8D 2 - 
- 2 • 3 • 8[3D 2 -8DJ + 8 2 D 2 = [3 4 - 3 2 • 8 - 2 • 3 2 • 8 + 8 2 ]D 2 + 

+ [-3 3 -8 + 2-3-8 2 ]D 1 = -71D 2 + 168D 1 

Se tiene que 

3 4 

=9-8 = 1 y D, = 3 


por tanto: 


EJERCICIOS 2.3 


D 6 = -71 1 + 168 x3= -71 +504 = 433 
* * * 


b) 

I 1 2-1 

A = 

3-1 2 


^-1 5 4 

e) 

h ' «\ 

A = 

3 3 1 


\' 2 'I 


C ) 

( 1 2\ 

A = 


/ 

y 0 3 / 


1. Encontrar una sucesion de matrices elementales £ 1( £ 2 , ..., E k tal que £ k -£ 2 £ 1 /l 
sea una matriz escalonada, donde: 


«> A J' 0 2 
\2 1 1 


/oi r 
A= 1 0 1 
U 10, 


2. Expresar las matrices del ejercicio 1 que sean invertibles como un producto de 
matrices elementales. 

3. Utilizar el teorema sobre el determinante de un producto para demostrar la 
formula 


M _1 I=: 


cuando A es una matriz invertible. 
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4. Sean A, B y C matrices cuadradas de orden n y formemos la matriz 

D ic °b) 

de orden 2n. a) Demostrar que 

(A 0\(I„ 0\ 


V C V\° B J 

b) Utilizar este resultado para demostrar que \D\ = \A\\B\. 

5. Calcular el determinante de la matriz 

j a b c d\ 

—b a d —c 

A= a r, 

— c —d a b 

\-d c —b a) 

hallando AA'. [So/.: (a 2 + b 2 + c 2 + d 2 ) 2 .] 

6. Escribir la matriz 

/ l+XiU 1 +x { y 2 1 -+--^1^3 \ 

A = 1 +x 2 yi l+x 2 y 2 l+x 2 y 3 
y 1 + x 3 y i 1 +x 3 y 2 1 +x 3 y 3 ) 

como un producto de matrices y calcular su determinante. [So/.: 0.] 

7. Calcular los siguientes determinantes reduciendolos al determinante de una matriz 
triangular (todas las matrices son de orden n). 


a) 2 

2 

2 

••• 2 b) 

1 2 

3 

n 

2 

2 — x 

2 

2 

1 x + 1 

3 

n 

2 

2 

2 — x 

2 

1 2 

x + 1 • 

n 

2 

2 

2 

• •• 2 — x 

1 2 

3 

• x+1 

c) n 

1 1 

... i 





1 

n 1 

... i 





1 

1 n 

... i 





1 

1 1 

... n 






[So/.: a) 2(-xr‘. b) (x- l)(x-2)---(x-n+ 1). c) (n-1)" x [2n-l].] 
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8. Demostrar que 

1 n n ••• n 

n 2 n • • • n 

n n 3 ••• n =(— l) n_1 n! 

n n n ■■■ n 

9. Encontrar una formula de recurrencia para calcular 

110 0- o 0 

1 1 1 0 ... 0 0 

/>„=0 111-0 0 

0 0 0 0 •■• 1 1 

en funcion de £) n _j y D„_ 2 . Utilizarla para calcular D s y D g . [ Sol. : D 8 = 0, D g = - 1.] 

10. Una sucesion de Fibonacci (Fibonacci fue un matematico italiano del siglo XIII) 
es una sucesion de mimeros que comienza con 1 y 2 y en la que cada numero es la 
suma de los dos inmediatamente anteriores. Es decir, 1, 2, 3, 5, 8, ... Demostrar que el 
n-esimo termino de la sucesion de Fibonacci coincide con 



1 

1 

0 

0 •• 

0 

0 


-1 

1 

1 

0 •■ 

0 

0 

\F n \ = 

0 

-1 

1 

1 •• 

0 

0 


0 

0 

0 

0 •• 

■ -1 

1 


donde F„ es una matriz de orden n. 

11. Calcular 

x-1 1 1 1 

1 x-1 1 1 

1 1 x-1 1 

1 1 1 x-1 


12. Calcular el determinante de la matriz de orden n, A = (a^, donde a u = |i — j\. 
(Sugerencia: hacerlo para n = 2, 3, 4, e intentar deducir la formula general para 
demostrarla por induccion.) 
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13. Calcular 

1 x x 2 x 3 

1111 
12 3 4 

1 4 9 16 

2.4. INVERSA DE UNA MATRIZ. REGLA DE CRAMER 

En esta seccion comenzaremos dando una formula para calcular la inversa de una 
matriz utilizando la teoria de los determinantes. A continuacion usaremos esta formula 
para resolver sistemas de ecuaciones lineales cuya matriz de sus coeficientes es 
invertible. 

Comenzaremos dando una condicion necesaria y suficiente para la invertibilidad de 
una matriz haciendo uso del concepto de determinante. 



Demostracidn. Ya sabemos que 1) y 2) son equivalentes por el teorema 3 de la 
seccion 1.4 (capitulo 1). Basta demostrar, por tanto, que 1) y 3) son equivalentes. 

Si A es invertible, A puede escribirse como un producto de matrices elementales de 
la forma A^E^E^ -E^ debido a los resultados de la seccion anterior. Puesto que el 
determinante de un producto es el producto de los determinantes se tiene que 

|/l| = |£ 1 ||£ 2 |-|£*| 

La parte derecha de esta igualdad es no nula, ya que toda matriz elemental tiene 
determinante no nulo; por tanto, |A|#0. Esto prueba que 1) implica 3). 

En la etapa 3 del teorema 4 de la seccion anterior se ha demostrado que si A no es 
invertible, |/4| = 0; esto prueba que 3) impiica 1), ya que si \A\ es no nulo y A no fuera 
invertible se tendria una contradiccion. ■ 

Suponiendo que |A|#0, nos proponemos encontrar una formula para calcular A~ l . 
Si A = (fly),- j = i „, del desarrollo de su determinante por la fila i-esima tenemos que 

\A\ = (-l) i+l a n \A n \+(-l) i + 2 a i 2 \A i2 \+-+(-iy + ”a in \A in \ 

E1 numero c 0 =( — 1)* +J |v4 ;j -|, i=l, ..., n,;'= 1, .... n, se denomina cofactor dei elemento 


r 
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que ocupa el lugar (i, j ) de la matriz A. Con esta notacion la formula anterior se escribe 
de la forma 


\A\ = a n c n + a i2 c n H 1- a in c it 


cof(A) = C = 


la matriz de los cofactores de los elementos de A, que se denomina matriz de cofactores 
de A. 

Con esta notacion se tiene que la matriz AC' tiene como valor \A\ en todos los 
lugares de su diagonal principal. Es decir, 

/ fl n «12 «i„\ / c n ••■ c, i ••• c nl \ /\A\ 7 \ 


AC I a iY a i2 ••• a in c 12 ••• c i2 c n2 — 


a n\ a n2 '” ^nn \ C ln *” c in *” C nn 



Columna i 


Si logramos probar que los terminos de AC' que no estan en la diagonal principal 
son todos nulos, se tendria que 


y, por tanto, 


AC' = \A\I„ 


A~ l = — C' 
\A\ 


lo cual nos da una formula para calcular la inversa de la matriz A. 

La demostracion completa de la formula anterior para calcular A ~ 1 se da en el 
siguiente teorema: 

Teorema 2 

Si A es una matriz invertible se tiene que 


A~ x = — C' 


donde C es la matriz de cofactores de A. 


106 


Algebra y Geometria 


Demostracion. De la discusion precedente se deduce que la demostracion se 
completa si probamos que los elementos de AC' que no estan en su diagonal son nuios. 
Sea i#j e intentemos calcular 

a il C jl+ a i2 C j2 4 1- a in C jn ■ 

Esta expresion coincide con el desarrollo por la fila j del determinante de la matriz 


a il a i2 ”■ a il 


\ a n 1 a n2 ••• a nn! 

que se obtiene de A sustituyendo la fila j por la i. Puesto que B posee dos filas iguales, |£| 
= 0 y, por tanto: 

a H c jl+ a i2 C j2~\ *- a in c jn = 0 

si i # j, que era lo que queriamos demostrar. ■ 

Ejemplo A. La matriz 


/12 0 
A= — 1 1 2 
. 0 13 


es invertible puesto que 


12 0 12 0 

3 2 

\A\= -1 1 2 = 0 3 2 =1 „ =7#0 

1 3 

0 13 0 13 


Para calcular su inversa comenzamos calculando la matriz de sus cofactores: 

_|1 2|_ t l-i 2l _ c _|-1 1|_ ^ 


1 2 

-1 

2 

1-1 

1 

C ,1 — — 1 

11 1 3 

C i 2 — — 

12 0 

= 3 

3 

o 

II 

1 

2 0 

1 0 


1 

2 

c 2 , = — = — 6 

21 1 3 

22 0 3 

3 

C2 3 - - 0 

1 

2 0 

1 

0 

1 1 

2 

C 3 i — — 4 

31 1 2 

C32-_ _i 

= -2 

2 

Ci 

OJ 

Ul 

II 

1 

1 
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Por tanto: 


C = cof (A) = -6 3 

4 -2 


Por el teorema 2: 


A _1 = — C'=- 
\A\ 7 


1 -6 4 \ 

3 3 -2 = 

■1 -1 3/ 


1/7 -6/7 4/7 

3/7 3/7 -2/7 

- 1/7 - 1/7 3/7 


(jComprobarlo!) 

* * * 

Notas. 1) Una matriz con determinante nulo se dice que es una matriz 
singular, de manera que una matriz invertible tambien recibe el nombre de 
matriz no singular. 

2) Es conveniente que el lector se ejercite en el calculo de inversas de 
matrices de orden 3 hasta el punto de que pueda calcularlas sin necesidad de 
escribir la matriz de los cofactores. 


Utilizando el teorema 2 pueden resolverse sistemas de ecuaciones lineales de 
la forma: 

«iiXi+ai2X 2 +---+fli„x n = b 1 ' 

« 21*1 +« 22 * 2 + ■■■+ a 2nXn = b 2 


a „ 1 x 1 + a n2 x 2 +---+ a nn x n =b„ I 

escrito A x = b en notacion matricial, siempre que A sea no singular o invertible. 
En efecto, por el teorema 2: 

/ c i i c 2 i •• C „A /bA 
• • • b„ 

1 1 

x = A b= — C’b = — c u c 2 i ■■■ c„i 

\a\ \a\ ] J 21 J : = 

\ C 1„ C 2n ••■ C nn \ b n 



b 2 c 2i + ' 

•• + 

b„ c „ A 

b\ c ij + 

b 2 c 2j+'- 

• + 

b n c„j 

b i c i„ + 

b 2 c 2n + ■■ 

•• + 

b„c m 


.1 
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Por tanto, para todo j = 1, 2, n se tiene que 


Xj = —V> i c lj + b 2 c 2J + — + b n c nj ] 

1^1 

La expresion entre parentesis es el desarrollo del determinante de la matriz 


fln ••• bi ■•• 

a 21 ^2 "■ a 2n 


fl„i ••• K ... a n 
t 

Columna j 


por la columna j. 

Hemos probado el siguiente resultado: 

TEOREMA 3 (Regla de Cramer) 

Si A es una matriz invertible de orden n, el sistema de ecuaciones lineales Ax 
= 7> es compatible determinado y sus soluciones se calculan mediante la 
formula 


i ji . , 

J— 1, 2, 

donde Aj es la matriz A en la que se ha sustituido la columna j por el vector b. 


Ejemplo B. E1 sistema 


2x x + 3x 2 = 8 

Xi+X 3 =1 

2 x 2 — x a = 1 
Xi + x 4 = 4 


tiene solucion unica, ya que 


2 

3 

0 

0 


1 

0 

1 

0 


0 

2 

0 

-1 


1 

0 

0 

1 





2 3 0 

0 2-1 = —4 + 3= — 1 #0 

1 0 1 
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Por el teorema 3: 



8 

3 

0 

0 











8 

3 


0 



1 

0 

1 

0 




3 

0 8 3 






= 1 

2 

— 

-1 =4 

+ — “ 

-12 + 13 = 1 

1 

2 

0 

-1 




2 

-1 1 2 






4 

0 


1 



4 

0 

0 

1 







2 

8 

0 

0 











2 

8 


0 



1 

1 

1 

0 




1 

-18 0 






= 0 

1 

— 

-1 =2 

+ - 

= 10-8 = 2 

0 

1 

0 

-1 




4 

1 1 -1 






1 

4 


1 



1 

4 

0 

1 







2 

3 

8 

0 


2 : 

3 

8 0 











2 3 8 

0 -1 -2 

1 

0 

1 

0 


il 0 

1 0 







= — 




- 1 0 1 =- 

0 -2 -4 

0 

2 

1 

-1 


1 2 

5 0 _ 











1 2 5 

1 2 5 

1 

0 

4 

1 


11 o 

4 1 



2 

3 

0 

8 











2 * 

S 8 





1 

0 

1 

1 




2 

ll 13 8l 


0 

2 

0 

1 " 

0 2 1 

i n a 

— 

2 o 

+ = 16 + (3 — 16) = 3 

4 2 1 

1 

0 

0 

4 

1 U H 






= 0 


Ejemplo C. Para determinar si el sistema homogeneo 

x.[ + 3x 2 +x 3 + x 4 = 0 
2xj +2x 2 + 2x 3 = 0 
2x x + x 3 = 0 
— Xj — x 2 — x 4 =0 

tiene soluciones no triviales basta calcular el determinante de la matriz A de sus 
coeficientes. Si |/4|#0 solamente posee la solucion trivial y si |/4|=0 posee soluciones 
no triviales, ya que en este caso r(+)<n debido al teorema 1. 

Puesto que 


1 

3 

1 

1 

1 

3 

1 

+ 1 


2 

2 

2 

0 

f 2 - f ,- f 3 ~ 1 

-1 

0 

-1 

F 2 = F t 

2 

0 

1 

0 

P .6 2 

0 

1 

0 

P .2 

-1 

-1 

0 

-1 

-1 

-1 

0 

-1 



el sistema posee infmitas soluciones. 
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EJERCICIOS 2.4 


1. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de 
cofactores (comprobar los resultados): 


/a b\ 1 ( d 

2. Demostrar que si A = \ con |A|#0, A =— — 

\c d J ad — cb\ — c 

teorema sobre la inversa de una matriz. 

3. Demostrar que (X _1 )' = (/4') _1 . 

4 . Probar que |cof(/4)| = |/4|" _1 . 

5. Hallar la inversa de las siguientes matrices: 


utilizando el 


11111' 
0 1111 
0 0 111 

0 0 0 1 1 

,0 0 0 0 1 / 


0 

1-1 

1-1 

1-1 

1-1 

0 1 


c) 10 0 
0 1 0 
0 0 a 
\0 0 b 


0 fl^O 

-b ’ b*0 


6. Hallar la inversa de las siguientes matrices de orden n: 
a ) / 1 2 2 2 ••• 2" _1 \ b) ll+x 1 1 ••• 


1 

2 

2 2 • 

2« ~ i 

0 

1 

2 • 

.. 2" -2 

0 

0 

1 

2" -3 

0 

0 

0 ■ 

1 


\ b) / 1+x 

1 

1 

■ '\ 

1 

1 +x 

1 

. 1 

1 

1 

1 + X • 

1 

/ \ ‘ 

1 

1 

• 1 + X j 


7. Encontrar los valores de a y b para los que las matrices siguientes son inver- 
tibles: 


a) / a + 1 1 1 

1 a-1 1 

0 1 a + 2 


1 2 0 0 
0 a +1 -1 

,0 1 a-3 


c) / 1 a b 
1 a 2 b 2 
\\ a 3 b 3 
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8. Dada la aplicacion lineal 7": R 3 1 — »• F5 3 mediante T(x, y, z) = (x + 2y + z, 3x + y 
+ 2 z, 3x + 2y + 2z), demostrar que T es invertible y encontrar su inversa. 

9. Sea A una matriz invertible de orden n y triangular superior. Demostrar que A ~ 1 
es tambien triangular superior. 

10 . Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones utilizando la regla de Cramer. 

a) x j + 2x 2 — x 3 = 7 | b) 2xj +3x 2 — 5x 3 — 2 = 0 j 

2 x!+x 2 + x 3 = 6 3xj — x 2 + 2 x 3 + 1 =0 

Xj — x 2 + 3x 3 = — 1 I 5xj +4 x 2 — 6 x 3 — 3=0 ) 

c) 2xj +x 2 +4x 3 + 8x 4 = — 1 
x, + 3x 2 — 6x 3 + 2x 4 = 3 
3xj — 2 x 2 + 2x 3 — 2x 4 = 8 
2xj — x 2 + 2x 3 = 4 

11 . Hallar los valores de m para los que el siguiente sistema posee soluciones no 
triviales: 

2x-y + z = 0 j 
x+my— z=0 
x + y + z = 0 I 



Un polinomio de grado n con coeficientes reales es una expresion de la forma f(x) 
= a 0 + a[X + fl 2 x 2 H 1 -fl„x", con a ; elR, y = 0, 1, ..., n y a„ + 0. 

13 . Encontrar un polinomio / de grado 2 tal que /( 1) = 2, /(— 1) = 4 y /(3) =16. 

14 . Demostrar que n+1 valores distintos de la variable x determinan de manera 
unica un polinomio de grado n. [ Sugerencia : reducir el problema a demostrar que el 
determinante de una cierta matriz es no nulo y observar que esta matriz es Ia que 
origina el determinante de Vandermonde.] 

15. Demostrar que si un polinomio de grado n tiene n+1 soluciones reales distintas 
ha de ser el polinomio nulo. [ Nota : x 0 elR es solucion de / si /(x o ) = 0.] 

16 . Decir para que valores de a es invertible la matriz + = (a tj ) , donde a i} = i—j 
si i > j y fl y = a en el resto de los casos. 
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2.5. RANGO DE UNA MATRIZ. RESOLUCION DE SISTEMAS 
COMPATIBLES E INDETERMINADOS 

En la seccion 1.2 del capitulo 1 definimos el rango de una matriz como el mayor 
numero de sus vectores columna que son linealmente independientes. En el teorema 1 
de la misma seccion se demostro que el rango de una matriz coincide con el numero de 
peldanos de su matriz escalonada. 

En esta seccion utilizamos los determinantes para obtener el rango de una matriz. 
Demostraremos tambien el sorprendente resultado de que el rango de los vectores filas 
de una matriz coincide con el rango de sus vectores columna. 

Dada una matriz A de orden m x n se denomina menor de orden k de A al 
determinante de cualquier matriz de orden k formada con los elementos de ia 
interseccion de k cualesquiera de sus filas y k cualesquiera de sus columnas. 


Ejemplo A. Dada 


1 2 3 4^ 
-12 11 
1 2 0 


un menor de orden 3 es 


/ 1 

2 

3 

4 \ 

1 

2 

4 


1 

2 

4 

-1 

2 

1 

1 

(-> -1 

2 

1 

= 

0 

4 

5 

\ 1 

2 

0 

2 / 

1 

2 

2 


0 

0 

-2 


y menores de orden 2 son, por ejemplo: 


12 3 4 
12 11 
12 0 2 


/ 1 2 3 4' 

= -l y -12 11 

\ 12 0 2 


Los menores de orden 1 de una matriz son sus elementos. Si A es una matriz 
cuadrada de orden n solamente hay un menor de A de orden n que coincide con \A\. 
En este mismo caso los menores de los elementos de A son menores de orden n— 1. 

Sea A una matriz no nula; siempre podemos encontrar un unico numero R que 
satisface las siguientes condiciones: 

1) A posee al menos un menor no nulo de orden R. 

2) Todo menor de A de orden mayor que R es nulo. 

Cualquier menor de A de orden R que no es nulo se denomina menor basico; las 
columnas de la matriz de las que proviene este menor basico se denominan columnas 
basicas y a las filas se les denomina filas basicas. 
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Ejemplo B. En la matriz 

/2 2 4 6 
A=\ 0 0 11 
ll 1 3 4 

los menores de orden tres son: 


2 

2 

4 


2 

2 

6 


2 

4 

6 

2 

4 

6 

0 

0 

1 

» 

0 

0 

1 

> 

0 

1 

1 y 

0 

1 

1 

1 

1 

3 


1 

1 

4 


1 

3 

4 

1 

3 

4 


que son todos nulos. Sin embargo, el menor de orden 2: 


es no nulo y, por tanto, es un menor basico de A; sus columnas basicas son la primera 
y la tercera y sus filas basicas son la primera y la segunda. 

Es facil encontrar otros menores basicos de orden 2 de esta matriz. 

* * 

E1 rango de la matriz A del ejemplo B es 2, ya que 

/2 2 4 6 \ / 1 1 2 3 \ / 1 1 2 3 \ 

0 0 11 0 0 11 0 0 11 

\l l 3 4) \ 3 4J \0 0 1 1 y 

/l 1 2 3 \ /l 1 0 l\ 

0 0 11 -2TU 0 0 I 1 1 

( 0 0 0 0 j \o 0 0 0 1 

que coincide con el numero R de la matriz A. 

Esto nos hace pensar en la certeza del siguiente resultado: 

TEOREMA 1 

Dada una matriz no nula, el numero R anteriormente definido coincide con 
su rango. 

Demostracidn. E1 numero R anteriormente definido no se altera mediante trans- 
formaciones elementales en la matriz; la demostracion de esta afirmacion se deja como 
ejercicio para el lector (ver el ejercicio 7 al final de esta seccion). 
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Asi pues, el numero R para una matriz A no nula coincide con el numero R para su 
matriz escalonada B. La matriz escalonada B es de la forma 



-Fila p = r(A ) 


donde las matrices sombreadas pueden ser no nulas. E1 numero R para la matriz B 
no puede ser superior a p, ya que cualquier menor de orden p + 1 incluiria una fila 
de ceros. 

Por otro lado, ha de ser igual a p , puesto que podemos tomar las p primeras filas y 
las columnas n u n 2 , n 3 , ..., n p para obtener 


\ o 


= 1/0 


Por tanto, R coincide con el numero de peldaflos de B; por el teorema 1 de la 
seccion 1.2 este numero coincide con el rango de la matriz. ■ 


1 2 ° \ 

Ejemplo C. E1 rango de la matriz A= 2 1 3 es 2, ya que 

, 315 / 


1 2 01 


1 0 01 


2 1 3 ===== 2 -3 3 = — 2 3 3 =0 


13 1 5 


1 3 5 5 


= -3/0. 


TEOREMA 2 (Teorema del menor basico) 

Sea A una matriz no nula. 1) Cualquier columna de A es combinacion lineal 
de sus columnas basicas. 2) E1 mismo resultado es cierto para las filas de A. 


Capitulo 2 Determinantes y sus aplicaciones 


115 


Demostracion. Debido a las propiedades de los determinantes se puede suponer, 
sin perdida de generalidad, que el menor basico ocupa las R primeras filas y las R 
primeras columnas de la matriz A, donde r(A)=R. Es decir: 



donde |C|/0. Sea Tj, j= 1, 2, ..., n , el ;'-esimo vector columna de la matriz A. Para 
demostrar 1) basta probar que cualquier vector TJj es combinacion lineal de los 
vectores ~v u ~v 2 , ..., U R . 

Si 1 ^jt^R, ~Vj es uno de los vectores ~v u ~v 2 , ..., ~v R y, por tanto, es combinacion 
lineal de ellos. 

Si j>R consideramos el sistema homogeneo 



de m ecuaciones con R + 1 incognitas. Puesto que el rango de la matriz de los 
coeficientes de este sistema es R, que es menor que el numero de incognitas, el sistema 
tiene infinitas soluciones. De todas estas soluciones siempre podemos elegir una de la 
forma 



con dj / 0, ya que si todas las soluciones tuvieran dj = 0 el sistema (I) seria equivalente 
al sistema 
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que unicamente posee la solucion nula. Sustituyendo esta solucion en (I) tenemos la 
igualdad 


1 1R “1 j' 


a Rl ■" a RR a Rj J 


Esta igualdad puede escribirse de la forma 


d\ a Ri • -d R a RR |+dj| a Rj — 


que coincide con d{V\A hd R ~v R + dj~Vj=T). Puesto que dj=£ 0 se deduce que 

d 1 d n 

Vj= V\ — U R 

dj dj 

lo cual prueba que Uj es combinacion lineal de ~v u ..., U R . 

E1 resultado por filas se obtiene de considerar la matriz traspuesta A' de A, que ha 
de tener el mismo rango que A debido al teorema 4 de la seccion 2.2. ■ 

Ejemplo D. La matriz 


tiene rango 2 puesto que ^ =2 — 3 = — 1. Por tanto, las filas tercera y cuarta son 

combinacion lineal de sus filas primera y segunda. Estas combinaciones lineales se 
encuentran resolviendo los sistemas 


(1, l) = Cl (2, 1) + c 2 (3, 1) y (4, 0)=d\(2, l)+d 2 (3, 1) 
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o equivalentemente: 

2dj +3d 2 =4| 

Ci+c 2 =lj y d\ + d 2 = OJ 

lo cual es un buen ejercicio para el lector. 

* * * 

COROLARIO 3 

E1 numero maximo de columnas linealmente independientes de una matriz 
es igual al numero maximo de sus filas linealmente independientes. 

Demostracidn. r(A) = r(A'). 

COROLARIO 4 _____ 

E1 determinante de una matriz (cuadrada) es nulo si y solo si una de sus filas 
(columna) es combinacion lineal de las restantes filas (columnas) de la matriz. 


Demostracion. Si A es una matriz cuadrada con \A\ =0, r(A)<n (teorema 1 de la 
seccion 2.4); por el teorema 2 se obtiene el resultado deseado. 

Por otro lado, si ~v u U 2 , ...,~v„ son los vectores columna de A y ~v n = oc 1 ~v 1 +ct, 2 ~v 2 H — 
+ a„_ 1 F„_ 1 realizando las operaciones elementales: 

~ a 1^1 ~ a 2^2 — ‘ “ a j-lQ-l 

sobre sus columnas se tiene que 

a ll a 12 " ' a l ,n— 1 0 

a 21 a 22 a 2.n - 1 0 

a n\ a n2 ' * ' a n.n - 1 0 

2 3 1\ 

12 0 es nulo, ya que su tercera 

0 1 -1 / 

columna es dos veces la primera menos la segunda. ^,Que fila es combinacion lineal de 
las restantes? 

* * * 

Los' resultados que hemos obtenido sobre el rango de una matriz se aplican a 
continuacion para resolver sistemas compatibles e indeterminados. 





? 
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Ejemplo F. Deseamos resolver el sistema 


Xj + 2 x 2 = 1 
2xj +x 2 + 3x 3 = 2 
3x! +x 2 + 5x 3 = 3 


1 1 2 0 \ /12 0 1 \ 

Sea +=213 la matriz de sus coeficientes y+=2 1 3 2 la matriz 

\3 1 51 \ 3 1 5 3/ 


1 

2 

1 




1 

2 

2 

1 

L>J 

11 

o 

< 




2 

1 

3 

1 

5 1 



columna de + coincide con la primera, r(A) = 2. Por el teorema de Rouche-Frobenius, 
el sistema es compatible e indeterminado. 

Puesto que + tiene como basicas sus dos primeras filas, por el teorema 2 la tercera 
debe de ser combinacion lineal de las dos restantes; por tanto, la tercera ecuacion del 
sistema no introduce nuevas soluciones en (I). 

Podemos suprimirla del sistema y tenemos el sistema equivalente: 


Xi + 2x 2 = l 

2x^ + x 2 + 3x 3 = 2 


Poniendo a la derecha de las igualdades las incognitas correspondientes a las 
columnas no basicas se tiene 


Xj + 2 x 2 = 1 
2x t + x 2 = 2 — 3x 3 


Resolviendo este sistema por la regla de Cramer en funcion de x 3 se tiene: 

I 1 2| 


2 — 3x 3 1 1— 4 + 6x 3 

x, = — ; 1 — = = 1 — 2 x 3 

• 1 2 -3 3 


1 2 
2 1 
ll 1 


2 2 — 3x, 2 — 3x, — 2 


Haciendo x, = c se tiene 


(xj, x 2 , x 3 ) = (1 2c, c, c) = (l, 0, 0) + c( — 2, 1, 1) 
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Ejemplo G. E1 sistema 

2xj — 3 x 2 + 5x 3 + 7x 4 = 1 | 

4xj — 6 x 2 + 2x 3 + 3x 4 = 2 
2xj — 3x 2 — 11x 3 — 15x 4 = 1 I 

es compatible e indeterminado, ya que r(+) = 2 = r(+)<4 = numero de incognitas 

5 7 

(jcomprobarlo!). Puesto que ^ =1#0 podemos suprimir la tercera fila y pasar al 

segundo miembro de las igualdades las incognitas Xj y x 2 para obtener 


5x 3 + 7x 4 = 1 — 2x t + 3 x 2 ) 

2x 3 + 3x 4 = 2 — 4xj + 6x 2 j 

Resolviendo por la regla de Cramer se tiene 

1— 2xj + 3x 2 7 
2 — 4xj+6x 2 3 

x 3 = j = 3— 6xj +9 x 2 — 14 + 28xj— 42x 2 = 

= 22xj — 33x 2 — 1 1 

5 1— 2xj + 3x 2 
2 2 — 4xj + 6x 2 

x 4 = j = 10 — 20xj + 30 x 2 — 2 + 4xj — 6x 2 = 

= — 16xj +24 x 2 + 8 
Haciendo Xj=Cj, x 2 = c 2 se tiene: 

(xj, x 2 , x 3 , x 4 )=(cj, c 2 , 22cj — 33c 2 — 11, - 16cj + 24c, + 8) = 

= (0, 0, -11, 8) + Cj(l, 0, 22, — 16) + c 2 (0, 1, -33, 24) 



* * * 


Resumimos a continuacion los pasos a seguir para resolver un sistema compatible 
e indeterminado: 

1) Detectar un menor basico de A. 

2) Suprimir las ecuaciones que corresponden a filas no basicas de A. 

3) Poner a la derecha de las ecuaciones aquellas incognitas que corresponden a 
columnas no basicas de A. 

4) Resolver por la regla de Cramer. 


* * * 
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En la seccion 1.2 (capitulo 1) se demostro que todo sistema homogeneo e indeter- 
minado tiene k = n-r(A) soluciones linealmente independientes de manera que cual- 
quier otra solucion dei sistema es combinacion lineal de las anteriores (vease la 
proposicion 3 de la citada seccion). 

Para terminar esta seccion daremos una nueva demostracion de este resultado. 

Sea Xx = 0 un sistema homogeneo y sea R = r(A). Podemos suponer, sin perdida de 
generalidad, que un menor basico de A esta en su parte superior izquierda. Resolvien- 
do Ax = 0 con las reglas dadas para resolver sistemas compatibles e indeterminadas se 
tiene el sistema equivalente: 


a U- x l 3 b a 1 R X R 

a ml X l 3 b a mR X R 


~ U 1,R+1- V R + 1 


+m, R + 1+11+ 1 


Sea Uj = ( v jU v J2 , ..., v JR ),j=l, ..., n — R, la solucion que se obtiene de (I) haciendo x R+j 
= 1 y x R+k = 0 si k=£j, k = 1, 2, ..., n — R, en la parte derecha del sistema. 

Los vectores 

R+j 

e j = (v JU v j2 , ..., v jR , 0, ..., 0, 1, 0, 0), 

7 = 1, ..., n — R, son linealmente independientes ya que el rango de la matriz 


fll 

V\ 2 

••> V \R 

1 0 .. 

' 0 \ 

Menor basico de 

v 2 \ 

V 22 

•> V 2 R 

0 1 .. 

. 0 

orden n — R 

'n-R. 1 V n-R. 2 ■ 

■■> V n- R.R 0 0 ., 

.. \) 



es n — R. 

Falta demostrar que cualquier otra solucion de Ax = 0 es combinacion lineal de 
e \, e 2 ,■•■, e n _ R . 

Sea 

e=(u\, u 2 , ..., u R , u R + 1 , ..., u„) 
otra solucion de Ax = () . Consideremos el vector 


— £ Wd + i £i 


E1 vector ~e 0 es de la forma 

~e Q =(z\, z 2 , ..., z R , 0, 0, ..., 0) 

como facilmente puede comprobarse. Ademas, e* 0 es solucion de Ax = 0, ya que es 
combinacion lineal de soluciones de este mismo sistema (proposicion 2 de la seccion 
1 . 2 ). 


r 
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Por tanto, (z l5 z 2 , ..., z R ) es solucion del sistema 

a u x \ +•••+ u 1R x R = 0| 

a Rl X l +•■•+ a RR X R = o| 

que se ha obtenido de (I) poniendo x R + 1 =0, ..., x„ = 0, como corresponde a las n 
— R ultimas componentes de if 0 . Puesto que el determinante de la matriz de este 
sistema es no nulo ( O por que?), el sistema solamente posee la solucion trivial. Por tanto, 
? 0 = 0 y tenemos 

e = u R+ i^i H hu„T„_ R 

que era lo que deseabamos demostrar. ■ 

EJERCICIOS 2.5 

1. Encontrar, mediante menores, el rango de las siguientes matrices: 

a) 1 2 — 1 3 —2 4 \ b) / 12 3\ c) /1 2\ 

4-25 17 21 0 31 

\2 — 1 1 8 2/ \l 1 -2/ \4 0/ 

d) / 4 3 -5 2 3 \ 

86-74 2 

43-82 7 

4 3 12-5 

\8 6 -1 4 -6/ 

2. Encontrar el rango de la matriz 

1 a - 12 
2—1 a 5 
1 10 — 6-1 

para los distintos valores del numero real a. 

3. Demostrar que n + 1 vectores cualesquiera de R" son siempre linealmente depen- 
dientes. 

4. Probar que los siguientes sistemas son compatibles e indeterminados y resolverlos. 

a) 3x! + 4x 2 +x 3 + 2x 4 = 3 j b) 4x\+ x 2 -2x 3 + x 4 = 3 
6 x \ +8x 2 +2x 3 + 5x 4 = 7 > Xj -2x 2 -x 3 + 2x 4 = 2 

9x\ + 12x 2 + 3x 3 + l0x 4 = l3 I 2x\ + 5x 2 — x 4 = -1 

3x^ +3 x 2 — x 3 — 3x 4 = 1 
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c) X^+Xj + X^^l 
— X! + 3x 2 =0 
2xj +6x 2 + 3x 3 = 3 


5. Estudiar mediante menores y aplicando el teorema de Rouche-Frobenius la 
compatibilidad de los siguientes sistemas: 


b) 2x + z = 0 j 

4x — 6y = 2 
— 2x+ 12y + z = 7 I 


a) x + 2y + 2z = 3 

y + 2z = 2 
3x + 2y= 1 
5x + 7y + 6z = 2 

c) 2x + y = 2 j 
2x + 3z = 4 
x + 2y + 5f = 0 ) 


d) x + 5y + 2z = 3 j 

2y + 5z + 3t = 2 | 
-2x + 4y + 2f= 1 ) 


6. Dado el sistema de ecuaciones lineales 


3x i + x 2 — 8x 3 + 2x 4 + x 5 = 0 
2x ^ - 2x 2 — 3x 3 - 7x 4 + 2x 5 = 0 
x^ + 1 1 x 2 — 12x 3 + 34x 4 — 5x 5 = 0 
x^ — 5x 2 + 2x 2 — 16x 4 + 3x 5 = 0 


encontrar el mayor numero de soluciones que sean linealmente independientes. Indicar 
uno de estos conjuntos linealmente independiente de soluciones. 

7. a) Sea £ una matriz elemental de la forma 


fila i; 


demostrar que el numero R para EA coincide con el numero R para A. 

b) Sea E una matriz elemental que se ha obtenido intercambiando dos fllas de la 
matriz identidad; demostrar que el numero R para EA coincide con el numero R 
para A. 

c) Sea £ la matriz elemental de la forma 



£ = 


1 . 




-fila i 
-fila j ; 


demostrar que el numero R para EA coincide con el mimero R para A. 

Notas. En este problema, A es una matriz cuadrada. Las demostraciones de 
estos resultados deben realizarse sin utilizar el teorema 1. 


Este problema completa la demostracion del teorema 1 de esta seccion. 


2.6. DETERMINANTES Y PERMUTACIONES 

Presentaremos a continuacion una nueva formula para calcular el determinante de 
una matriz cuadrada. Esta nueva formula requiere el concepto de permutacion. 

Recibe el nombre de permutacion de los numeros naturales 1, 2, ..., n toda 
aplicacion biyectiva del conjunto {1, 2, ..., n} en si mismo. Las permutaciones se 
representaran con las letras griegas a, p, y, ... 

Ejemplo A. Las permutaciones de los numeros naturales 1 y 2 son 
a: {1, 2} i — ► { 1, 2} dada por a(l)= 1 y a(2) = 2, y /I: {1,2} i — ► {1, 2} dada por /?(1) = 2 y 
0 ( 2 ) = 1 ■ 

A continuacion escribimos las permutaciones de los numeros naturales 1, 2 y 3: 


«1 : 

«i(0=l, 

«i(2) = 2, 

«i(3) = 3 

a 2 : 

« 2 (1) = 2, 

« 2 (2)= 1, 

«z(3) = 3 


« 3 (1) = 3, 

« 3 (2) = 1, 

« 3 (3) = 2 

a 4 ; 

« 4 (1) = 3, 

« 4 (2) = 2, 

« 4 (3)= 1 


«s(l) = 2, 

«s(2) = 3, 

«s(3) = l 

a 6 : 

a 6 (l)=l, a 6 (2) = 3, 

«e(3) = 2 


A1 lector se le ha pedido todas estas aplicaciones en el ejercicio 2 de la 
seccion 1.3. 

* * * 

En el ejemplo anterior puede observarse que para escribir una permutacion no es 
necesario escribir los elementos del conjunto inicial; basta con escribir ordenadamente 
la imagen de los elementos en su orden natural. Asi, por ejemplo: 

a 3 = (3 1 2) 

y 

«5 = ( 2 3 1) 

donde a 3 y a 5 son como en el ejemplo A. 
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Si llamamos S„ al conjunto de todas las permutaciones de los n primeros nu- 
meros naturales y oteS„ podemos escribir 

a = (a(l) a(2) ••• a(n)) 

Dada una permutacion a de S„, diremos que en a se ha realizado una inversion si se 
han intercambiado entre si dos elementos de su imagen. E1 resultado de realizar una 
inversion en una permutacion es, de nuevo, una permutacion. 

Ejemplo B. /? = (14325) es una permutacion que se obtiene de a = (54321) reali- 
zando una inversion; a saber, se han invertido el 1 y el 5. 

* * * 

Sea k x el numero de inversiones que es necesario realizar en la permutacion a para 
transformarla en la permutacion identidad; el mimero k x no es fijo para una permuta- 
cion a eS n , sino que varia con el orden en que se realicen las inversiones. Sin embargo, 
si por un procedimiento se ha necesitado un numero par (impar) de inversiones 
cualquier otro procedimiento debe necesitar un numero par (impar) de inversiones. 

Por tanto, el numero 

sig (a) = (— l) k “ 

que recibe el nombre de signatura de a, no depende de la forma en que se realicen las 
inversiones. Este resultado puede encontrarse demostrado en cualquier libro de teoria 
de grupos. 

Si k a es par, la signatura de a es + 1 y entonces diremos que a es una permutacion 
par; si k x es impar, la signatura de a es -1 y entonces diremos que a es una 
permutacion impar. 

Ejemplo C. Dada la permutacion a = (53142) podemos invertir el 1 y el 5 para 
obtener a 3 =(13542); a continuacion invertimos el 2 y el 3 para obtener a 2 = (12543); 
finalmente invertimos el 3 y el 5 para obtener a 3 =(12345), que coincide con la 
permutacion identidad. Por tanto, 

sig (a) = (— 1) 3 = — 1 

E1 proceso que hemos seguido para hallar la signatura de a puede esquematizarse 
de la siguiente forma: 

a = (53142) (13542) — (12543) — (12345) 

* * * 

Pasamos a continuacion a encontrar una formula para el determinante, que utiliza 
el concepto de permutacion. Si comenzamos con matrices de orden 3 sabemos que 

a i 1 a l2 a l3 

a 21 a 22 a 23 =a U a 22 a 33+ a l2 a 23 fl 31 + fl 13 a 2l a 32 

a 3 1 a 32 a 33 

a l 3 a 22 a 3 1 — a l2 a 2l a 33 — a l l a 23 a 32 


r 
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Observar que esta «suma algebraica» posee 6 elementos y que cada uno de sus 
terminos tiene 3 elementos, de manera que cada uno de estos tres elementos proviene 
de distinta fila y distinta columna que los restantes. Ademas, el subindice de las filas 
esta siempre ordenado, mientras que el subindice de las columnas forma una permuta- 
cion de los elementos 1, 2 y 3. Por tanto, los 6 terminos anteriores pueden escribirse de 
la forma 

a la(l) a 2a(2) a 3a(3)> a£ S 3 

afectados de un signo «positivo» o «negativo». Para determinar el signo de cada uno 
de estos sumandos observamos que los terminos positivos corresponden a las permuta- 
ciones pares a^, a 2 y a 3 del ejemplo A y los terminos negativos corresponden a las 
permutaciones impares a 4 , a 5 y a 6 del ejemplo A. Por tanto: 

a ll a 12 a l 3 

a 21 a 22 a 23 = X (si^ ( a )) a la(l) a 2a(2) a 3a(3) 

aeS 3 

a 3 1 a 3 1 a 33 


Este resultado sugiere el siguiente: 



Antes de demostrar el teorema 1 necesitamos los siguientes resultados: 
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Demostracion. Por la definicion de A se tiene que 
A(X)= X (sig(a))ai a (i)---«ia(i)--‘ a n«(") = 

aeS„ 

— X ( si g( a )) a la(l)”'[(>ia(;) + ^>ia(i)] '" a noHn) — 
jeS„ 

= X ( s ig( ot )) fl lct(l)”'( , ia(i)”' a n a (n)"i" X ( S i§ ( a )) a la(l)' ”^i«(i) ” ’ a na(n) — 

cteS, « 6 S„ 

= A(fl) + A(B') 1 

Lema 3 — — — — — 

Si /t = (a 0 .) iJ=1 „ y denota la matriz 

/ a u a ij ”' a ln\ 

\ 0 " a„, 0 / 

que se obtiene de X sustituyendo todos los elementos de la ultima fila por cero 
excepto el que ocupa la columna j, se tiene que 

A(A,) = ( — 1 )" + J a n jA(A nj ) 

donde A ni denota la matriz adjunta del elemento que ocupa el lugar (n, j). 


Demostracion. Comenzamos observando que si B es la matriz que se obtiene de + 
intercambiando dos columnas se tiene que A (B)= -~A(A); la demostracion de este 
resultado se pide en el ejercicio 3 al final de esta seccion. 

Intercambiamos la columna j de +, con todas las columnas posteriores a ella hasta 
llevarla a la ultima columna de la matriz; se obtiene asi la matriz 


b ij- 1 

blj ... 

b i.n- 1 

b lm 

bi.j- 1 

b 2j ■ ■ ■ 

bl.n-l 

k>2n 

0 

0 ■■• 

0 

^nn 

a i.j- 1 

a i,/+i 

■” a l,n 

a ij 

a 2,j— 1 

a 2,j+ 1 ' 

” a 2,n 

a 2j 

0 

0 • 

... o 

a nj 
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Puesto que la columna j se ha intercambiado n—j veces para llevarla a la ultima 
columna, se tiene que 

A(Bj)=(-irJA(Aj) 

Observando que (— 1)“" = (— 1)" se tiene que 

A (Aj) = (- l)~ n+J A(Bj) = (—l) n+J A(Bj) (*) 

Para calcular A (Bj) utilizamos la definicion de A y se obtiene: 

A (Bj)= X ( si g a ) fc i a <i)”(>n-i, a(n -i)-(W) 

<xeS„ 
a(n ) = n 

ya que si a (n)#n, b nx{n) = 0. Toda permutacion a eS n que satisface a (n) = n puede 
interpretarse como una permutacion ^eS„_! sin mas que definir /3(k) = a(k), l^k^n-l; 
reciprocamente, si /JeS^ podemos definir aeS„ tal que a(/c), y 

ct(n) = n; ademas, sig (a) = sig (/?). Por tanto: 

&(Bj) — b nn X ( si g fi)b i a( i ) * * ‘(>n - i , fnn - 1 ) = b nn A(B nn ) 

JeS,-, 

Puesto que b nn = a nJ y B nn = A nj , se tiene que 

A(Bj) = a nj A(A nJ ) 

Sustituyendo este resultado en la formula (*) se obtiene de resultado deseado. ■ 

Demostracion del teorema 1. Realizaremos la demostracion mediante el metodo de 
induccion. Si A es de orden 3 ya hemos comprobado anteriormente que el resultado es 
cierto; el lector puede comprobar que el resultado es tambien cierto si + es de orden 2. 

Supongamos que el teorema es cierto para toda matriz de orden inferior any sea + 
— i a ij)i,j= i,..,n una matriz de orden n. La matriz A puede escribirse de la forma 

fl ll a l 2 ■” a ln 

a 2 i a 22 a 2 „ 

n ni+0+'”+0 0 + a„ 2 H 1-0 ••• 0 + 0H t-a„„ 

Aplicando repetidamente el lema 2 se tiene que 

Afi4) = A(A j) + A(A 2 ) H 1- A (Aj) + • • • + A(A n ) 

donde A p 7=1,2, ..., n, es como en el enunciado del lema. Por el lema 3 se tiene que 
A(+) = (- 1 )" + 1 a„ 1 A(+„ 1 )+ ••• +( - \) n+J a nJ A(A nj )+ •••+(- l) 2 "a„„A(+„„) 




O 
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Puesto que las matrices A nj , j = 1, 2, n, son de orden n-1, por la hipotesis de 
induccion se tiene que 

A(/l) = (- l)" +1 a nl l^„ilH P ( — 1 )” + s a nJ \A nj ] H 1- ( - 1 ) 2n a nn \A nn \ = \A\ 

donde la ultima igualdad se debe al teorema 3 de la seccion 2.2 (desarrollo del 
determinante por la ultima fila). Esto termina la demostracion. B 

La formula del determinante resulta engorrosa cuando se trata de matrices de 
orden superior a tres si queremos utilizarla en el calculo practico. Por otro lado, es 
bastante eficiente para realizar algunas de las demostraciones de las propiedades de los 
determinantes, que se expusieron en la seccion 2 de este mismo capitulo. 

Por ejemplo, la propiedad 1, que expresa que si una matriz tiene una fila (columna) 
de ceros su determinante es nulo, es facil de demostrar. Basta observar que en todos 
los terminos de A(/l) aparece un elemento nulo y, por tanto, \A\ = A(/4) = 0. Las 
demostraciones de otras propiedades se piden en los ejercicios al final de esta seccion. 

EJERCICIOS 2.6 

1. Dadas las permutaciones 

a = (23154) , £ = (13245) , y = (53412) 

2 = (31 856472) , £ = (4321) 

calcular la signatura de cada una de ellas y la signatura de £°a, £ _1 y y c £ _1 . 

2. Indicar el signo de los terminos a 12 a 23 a 3 iCi 44 y a 14 a 21 a 32 a 43 en el desarrollo del 
determinante de una matriz de orden 4. 

3. a) Demostrar que si /1 es la permutacion que se obtiene de a intercambiando a(i) y 
a (k), i / k, se tiene que sig (£) = — sig (a). 

b) Demostrar que si B es la matriz que se obtiene de A intercambiando dos columnas 
se tiene que A (B) = — A(y4). 

4 . Demostrar que si B es la matriz que se obtiene de A multiplicando una de sus filas 
por r se tiene que A(B) = rA(A). 

5. Utilizar el problema 3 para demostrar que si A es una matriz con dos filas 
identicas se tiene Af4) = 0. 


h. 



CAPITULO 3 


LA GEOMETRIA DEL PLANO 
Y DEL ESPACIO 


3.1. Rectas en un plano 

3.2. Rectas y planos en el espacio 

3.3. Distancias y angulos. Producto escalar 

3.4. Figuras en el plano y en el espacio 

3.5. Areas y volumenes. Producto vectorial 


La geometria es la rama de la matematica que estudia la forma y el tamaflo 
de las figuras, asi como las trasformaciones que sobre ellas se ejercen. Depen- 
diendo de que las figuras esten en un plano o en el espacio se obtienen las 
geometrias descritas en el titulo dc este capitulo. 

La antigua civilizacion griega poseia muchos conocimientos acerca de la 
geometria. Estos conocimientos fueron recogidos por uno de sus mejores expo- 
nentes, Euclides, que los recopilo en un libro denominado Los elementos. La 
traduccion de este libro, que llego a Europa a traves de la civilizacion arabe, ha 
sido la base de todo el estudio de la geometria hasta finales del siglo XIX. Los 
elementos estan basados en un sistema de verdades evidentes, denominadas 
axiomas, a partir de las cuales se deducen las propiedades de las figuras mediante 
un razonamiento logico. 

Ejemplos de propiedades de las figuras son los siguientes: 

1) Los angulos formados por rectas perpendiculares entre si son iguales. 
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2) Las mediatrices de los catetos de un triangulo rectangulo se cortan en el 
punto medio de la hipotenusa. 



En el siglo XVII el filosofo y matematico frances R. Descartes introdujo la 
nocion de coordenada de un punto; todo punto tiene una representacion con 
respecto a unas rectas dadas que se cortan. Los trabajos de los matematicos 
durante los dos siglos siguientes mostraron que las propiedades geometricas de 
las figuras pueden demostrarse mas facilmente utilizando el sistema de represen- 
tacion mediante coordenadas cartesianas. Esta forma de estudiar la geometria se 
denomina geometria analitica. 

La geometria analitica sustituyo a la geometria de Los elementos de Euclides 
a finales del siglo xix y actualmente es la forma mas extendida de estudiar la 
geometria. 

La geometria analitica del plano y del espacio ocupara gran parte de nuestra 
exposicion en este capitulo; dedicaremos tambien alguna seccion a estudiar 
propiedades de las figuras desde el punto de vista euclideo. 


3.1. RECTAS EN UN PLANO 

Dadas dos rectas en un plano que se cortan en un punto O, cualquier otro punto 
del plano queda determinado por dos numeros que reciben el nombre de componentes 
con respecto a las rectas dadas. Estas componentes se obtienen de la siguiente manera. 
Fijada una unidad de medida u en cada una de las rectas l u l 2 , todo punto P del plano 
tiene como componentes .x e y, donde x es la distancia, medida con la unidad u, del 
punto P a la recta / 2 siguiendo una paralela a /„ e y es la distancia del punto P a la 
recta l x siguiendo una paralela a / 2 , midiendo la distancia con respecto a la unidad de 
medida u (figura 1). 




Si las rectas /] y / 2 son perpendiculares, diremos que tenemos un sistema de 
coordenadas rectangulares o cartesianas. La primera componente se denomina abscisa 
del punto y la segunda ordenada. De acuerdo con esta nomenclatura la recta /j se 
denomina eje de abscisas y / 2 se denomina eje de ordenadas, escribiendose tambien por 
OX y OY, respectivamente. A la izquierda de 0 en la recta /j y por debajo de 0 en la 
recta / 2 se toman medidas negativas. E1 punto de interseccion 0 se denomina origen de 
coordenadas (figura 2) 



Un plano dotado de un sistema de coordenadas se designa por R 2 . 

Otra forma de tratar a los puntos de R 2 es considerarlos como el extremo de un 
vector cuyo origen es el origen de coordenadas (vease la figura 3). 

E1 algebra de los vectores se ha estudiado en la seccion 1.2 del capitulo 1. La suma 
de los vectores y F 2 es la diagonal del paralelogramo que tiene como lados los 
vectores y ~v 2 (vease figura 4 .a)). E1 producto de un vector ~v por un numero real c es 



Fig. 1 


Fig. 3 
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otro vector cuyo extremo es el punto que tiene como componentes c veces las 
componentes de Tf; el vector cv tiene el mismo sentido que V si c es positivo y distinto 
sentido si c es negativo (ver figura 4 .b)). 



Fig. 4 .a) Fig. 4 .b) 


Dados dos puntos P = (x l5 yq) y Q~(x 2 , y 2 ), se denomina vector P@, al vector con 
origen en P y extremo en Q ; sus componentes son 

p$=(x 2 -*i, y 2 -yi ) 

y, por tanto, es equivalente al vector que tiene como origen O y extremo un punto R de 
coordenadas (x 2 — x u y 2 — yi). 



Fig. 5 


Dado un vector ~v, el conjunto de puntos tv, donde t es un numero real, determina 
la recta que pasa por el origen de coordenadas y tiene a tT como vector director (ver 
figura 6.a)). 

La recta r que pasa por el punto P y tiene a V como vector director se representa 
mediante el conjunto de puntos 


P + tV 


4 
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donde t es un numero real. Si P = (p u p 2 ) y v =(iq, v 2 ) cualquier punto (x, y) de la recta 
r se escribe de la forma 

(x, y) = (p u p 2 ) + t(v i, v 2 ). 

Igualando componentes se tiene: 

x = pi+tr 1 ') 

y = P 2 + tv 2 j 

que se denominan ecuaciones parametricas de la recta r. 

Ejemplo A. Para encontrar las ecuaciones parametricas de la recta que pasa por 
los puntos P=( 2, 1) y Q=(- 1, 3) observamos que uno de sus vectores directores es 
P@ = ( — 3, 2) y puesto que pasa por el punto P = ( 2, 1) se tiene 

(x, y) = (2, l) + t( — 3, 2) 

o bien 


x = 2 — 3t| 
y = 1 +2tJ 



Fig. 7 
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Nota. La representacion parametrica de una recta no es unica; en el ejemplo 
anterior podriamos tomar = v como vector director y Q como uno de los 
puntos de la recta; se obtendrian en este caso las ecuaciones 


(x, y) = (— 1, 3) + rl — 1 


que representan la misma recta. 


En la recta de ecuaciones parametricas 

x = Pi + tfi| 
y=p 2 + tv 2 j 

podemos eliminar la variable real t despejandola en cada una de las ecuaciones e 
igualando los resultados; se obtiene 

x-p t , y~Pi 
t = , t = 


y, por tanto: 


x-p 1 = y-p 2 
V 1 V 2 

siempre que v 2 y v 2 sean no nulos. La igualdad anterior puede escribirse de la forma 


o bien 


V 2 X - v iy + v lP2 ~ V 2Pl = 0 


ax + by + c = 0, 


que se denomina ecuacion general de la recta en coordenadas cartesianas. 

Si 1^=0, las ecuaciones parametricas de una recta se escriben de la forma 


y — p 2 + tv i j 

Puesto que de la primera de las ecuaciones ya se ha eliminado el parametro t, la 
ecuacion general de esta recta es 


x=P 1 
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Si v 2 =0, la ecuacion general de la recta es x = p 2 . Estos casos particuiares correspon- 
den a rectas paralelas a los ejes de coordenadas (ver figura 8). 



Figura 8 


Ejemplo B. Para encontrar las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por el 
punto P = { 2, 1) y tiene como vector director (— 1, 5) escribimos sus ecuaciones 
parametricas 


x = 2-t j 
y=l+5fj 


(I) 


y eliminamos t: 


x — 2 y — 1 

-1 


Por tanto: 

5x + y— 11=0 

Otra forma de eliminar t en (I) es considerar que tenemos un sistema de dos 
ecuaciones con una incognita t, mientras que x e y son constantes, es decir, el sistema 

-t = x- 2j 
5t=y— 1 J 

Puesto que fijados x e y este sistema tiene una sola solucion en t, del teorema de 
Rouche-Frobenius se deduce que 


r i 


-1 

5 


= r 


— 1 x — 2 
5 y-l 
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Puesto que r 


-i 

5 


= 1 hemos de tener que r 



y esto es equivalente a 


-1 

5 


x — 2 

y - 1 


=o. 


Desarrollando este determinante se obtiene 

— y+ 1 — 5.x+ 10 = 0 

que es el mismo resultado que obtuvimos anteriormente. 

* * * 

Dadas dos rectas en un plano pueden darse los siguientes casos: 

a) Las dos rectas se cortan en un solo punto. 

b) Las dos rectas son paralelas. 

c) Las dos rectas coinciden. 

Si se conocen las ecuaciones de las rectas en coordenadas cartesianas podemos 
determinar su posicion relativa, es decir, cada uno de los casos anteriores, estudiando 
las soluciones del sistema formado por las dos ecuaciones. Si las ecuaciones son 


r^a^x + b^y + c , = °\ (II ^ 

r 2 = a 2 x + b 2 y + c 2 = 0J 

tendremos el caso a) si el sistema (II) posee una sola solucion; por el teorema de 
Rouche-Frobenius esto sucede solamente cuando 


h b i 
'2 b 


En el caso b) el sistema (II) no posee solucion, y, por tanto, se ha de tener 

,(“' b ')*rh b ' 

V a 2 b 2 J \a 2 b 2 c 2 J 

Finalmente, si las rectas coinciden el sistema (II) posee infmitas soluciones y, por 
tanto, se ha de tener que 




<2 


EJEMPLO C. Las rectas de ecuaciones 3x + 2y— 7 = 0 y 6x + 4y+l =0 son paralelas, 
ya que 



y r 


3 2 
6 4 



= 2 


Si las rectas estan dadas en coordenadas parametricas podemos estudiar su 
posicion relativa pasandolas a coordenadas cartesianas. Sin embargo, tambien puede 
conocerse su posicion a partir de sus coordenadas parametricas, como se muestra en el 
siguiente ejemplo. 


Ejemplo D. Dadas las rectas de ecuaciones 


r+(x, y) = (l, 0) + f( — 1, 2) 
r 2 - (x, y) = ( — 2, l) + s(— 1, -3) 



Figura 9 


ambas se cortan si y solo si existe un unico valor de t y un unico valor de s para los 
cuales se obtiene el mismo resultado de x e y. Por tanto, el sistema 

(1, 0) + f( — 1,2) = (-2, l) + s(-l, -3) 

tiene solucion unica en f y s. Igualando componentes se tiene 


En los ejercicios no es conveniente memorizar los resultados obtenidos, sino 
obtenerlos en cada caso mediante la utilizacion del teorema de Rouche-Frobenius. 


1 — t = — 2 — s 
2f = 1 — 3s 


t + s — — 3 
2t + 3s = 1 
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Este sistema posee solucion unica, ya que 

-1 1 

= —3 — 2= — 5#0 

2 3 


Por tanto, las rectas dadas se cortan en un unico punto. Para encontrar las coordena- 
das del punto de corte encontramos los valores de t y s que satisfacen el sistema 
anterior y sustituimos en las ecuaciones de las rectas: 


-3 1 


-1 -3 

1 3 

- 10 - 2 ■ 

2 1 



-5 

-5 

O 

-5 


1 -5 -5 2 ’ S -5 -5 1 

(1, 0) + 2( — 1, 2) = ( — 1 , 4) ; ( — 2, l) + ( — 1)( — 1, — 3)=(— 1, 4) 

Se trata, por tanto, del punto (—1, 4). Observar que solamente es necesario calcular el 
valor de t o el de s, pero no ambos, para obtener el punto de corte. E1 hallar los dos 
valores sirve de adecuada comprobacion. 

* * * 

Supongamos que las rectas de ecuaciones 

P+tu^iPi, p 2 ) + t(u!, u 2 ) 
e + slf = (<?!, q 2 ) + s(v u v 2 ) 

son paralelas o coincidentes. En el primer caso el sistema 

Pi+tWi=<Zi+sril 

p 2 + tu 2 = q 2 +sv 2 J 

no posee soluciones y en el segundo posee infinitas soluciones. En cualquier caso, 
aplicando el teorema de Rouche-Frobenius el rango de la matriz de los coeficientes de 
sus incognitas ha de ser 1 y, por tanto, se tiene 

|u, —rJ I u, r,| 

1 ‘=0o 1 1 =0 


Puesto que los vectores u y tf son no nulos, por el teorema del menor basico (teorema 
2 de la seccion 2.5) se obtiene que u es una combinacion lineal de ~v, es decir: 


Por tanto, los vectores u y ~v son proporcionales. 

Reciprocamente, si u y ~v son dos vectores proporcionales, las rectas que los tienen 
como vectores directores son paralelas o coincidentes. 
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Ejemplo E. Las rectas (1, 2) + r( — 1, 4) y (—1, 0) + s(2, -8) son paralelas o 
coincidentes, ya que (2, — 8)= — 2(— 1, 4). Para determinar si son paralelas o coinci- 
dentes escribimos el sistema que se obtiene de igualar las dos ecuaciones: 

1— 1= — l + 2s) —t — 2s= —2) 

2 + 4 1= — 8sJ 4t + 8s = — 2J 


Puesto que 


tenemos que 



y puesto que 


se tiene que 


! 2 =2 + 8 = 10/0 

4 -2 



Las rectas, por tanto, son paralelas. 

* * * 

Para terminar esta seccion observamos que la ecuacion 

1 x y 
1 ttj a 2 =0 

1 hj b 2 

determina una recta que pasa por los puntos A=(a lt a 2 ) y B=(b u b 2 ). Para probar 
este resultado observar que desarrollando el determinante por la primera fila se tiene: 


«i 

«2 

—x 

1 

a 2 

+y 

l 

bx 

b 2 


1 

b 2 

1 h, 


que es la forma general de la ecuacion de una recta en coordenadas cartesianas; 
ademas, la recta pasa por los puntos + =(a 1; a 2 ) y B = (b u b 2 ), ya que al sustituir x e y 
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por los correspondientes valores de A y B se obtiene un determinante con dos filas 
iguales. 


EJERCICIOS 3.1 

1. Dados P = (1,0), Q=(- 1,2), u=(l, -1) y tT = (3, -2), hallar las ecuaciones 
parametricas y cartesianas de las siguientes rectas, y dibujarlas: 

a) Recta que pasa por P y tiene como vector director 2u. 

b) Recta que pasa por P y tiene como vector director u+TT. 

c) Recta que pasa por Q y tiene como vector director u— 2v. 

2. Demostrar que la ecuacion de una recta que pasa por los puntos P=(p u p 2 ) y Q 

= (<h> O 2 ) puede escribirse de la forma 

y-p 2 = q2 P " (x Pi\ si q^-Pi^O 

[Nota: E1 numero (<y 2 — p 2 )/(<?i ~Pi) se denomina pendiente de la recta.] 

3. Determinar la posicion relativa de los siguientes pares de rectas y encontrar el 
punto de interseccion si se cortan: 

a) (x, y) = (2, l) + f(l, 1) y (*, y) = (l, 0) + s( — 5, —5) 

b) x + y=l y 2x-y = 2 

c) 2x— y = 4 y (x, y) = (2, 0) + t(-2, -4) 

d) (x, y) = t(— 1, 2) y (x,y) = (l,0) + s(2, 3) 

4. Determinar ecuaciones parametricas de las siguientes rectas, y dibujarlas: 

a) x — 2y = 5 b) 2x — y = 3 c) x = 3 d) y = 0 

[ 'Nota : E1 resultado no es necesariamente unico.] 

5. Dada la recta de ecuacion ax + by + c = 0, demostrar que todas las rectas paralelas 
a ella tienen una ecuacion de la forma ax + by + c' = 0 con c'e IR. [Nofa: E1 conjunto de 
las rectas paralelas a una dada se denomina haz de rectas con la propiedad citada.] 
Encontrar la ecuacion del haz de rectas paralelas a la recta que pasa por (1, 2) y tiene 
(— 1, 1) como vector director. 

6. Encontrar las ecuaciones parametricas y cartesianas de las siguientes rectas, 
comprobando el resultado si se cree posible: 

a) Paralela a (x, y) = (3, 3) + f(2, 1) que pasa por (1, 0). 

b ) Paralela a 2x — y = 5 que pasa por (1, —2). 

c) Paralela por el punto (-2, -3) a la recta que pasa por (1, 0) y (0, 1). 


7. Demostrar que la recta que pasa por los puntos P y Q tiene como ecuaciones 
parametricas 

(\-t)P + tQ 

o bien 


sP + tQ con s + f = 1 

8. Dadas las rectas secantes de ecuaciones 


ajX + fqy + Cj =0 

a 2 x + b 2 y + c 2 = 0 

comprobar que para cada par de valores t, s la ecuacion 

hajX + bjy + cJ + stajX + ^y + c^)^ 0 (*) 

es una recta que pasa por el punto P de interseccion de las anteriores y que todas ellas 
se obtienen asi. 


[Nofa: (*) se denomina la ecuacion del haz de rectas que pasan por P.] 



9. Utilizar el problema anterior para encontrar: 

a) La recta que pasa por (1, 1) y por la interseccion de x + y = 2, 2x + y = 5. 

b) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (1, 4). 

c) Ecuaciones del haz de rectas que pasan por el punto (0, 0). 


3.2. RECTAS Y PLANOS EN EL ESPACIO 

De manera analoga a como se hizo en el plano puede introducirse en el espacio un 
sistema de coordenadas de manera que todo punto del espacio quede determinado por 
tres numeros, que se denominan sus componentes. Basta para ello considerar tres rectas 
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que se cortan en un solo punto, que sera el origen, y cualquier otro punto queda 
determinado por su «distancia» a cada uno de los planos que determinan dos de las 
rectas dadas tomada paralelamente a la tercera (ver figuras 1 y 2). 



Figura 1 Figura 2 


Si las rectas dadas, que se denominan ejes de coordenadas, son perpendiculares, 
tenemos un sistema de coordenadas rectangulares o cartesiano. Cada punto del espacio 
queda determinado por sus tres componentes, que se denotan por (x, y, z) o 
(x u x 2 , x 3 ). 

Denotaremos por IR 3 al espacio con un sistema de coordenadas rectangulares. 
Todo punto P de IR 3 puede interpretarse como un vector que tiene como origen el 
origen de coordenadas y como extremo el punto P. La suma de vectores y el producto 
de un vector por un numero real tienen en R 3 la misma interpretacion geometrica que 
en el plano (ver seccion 3.1). 

Dados un punto PeR 3 y un vector ~v e R 3 , el conjunto de puntos que se representa 
de la forma 

P + tV 

donde t es un numero real, determina la recta que pasa por P en la direccion de V. Si P 
= (p j, p 2 , p 3 ) y ~v=(v u v 2 , t> 3 ) podemos escribir 

* = Pi + tv i 1 

y = p 2 + tv 2 { (1) 

Z = p 3 + tv 3 ) 

Ejemplo A. La recta que pasa por el punto P=(l, 2, 3) y tiene a ~v=(— 1, 1, 2) 
como vector director tiene como ecuaciones parametricas 

x=l-t j 
y = 2 + t 
z = 3 + 2t ) 


T 1 
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* * * 

Dados dos puntos P y Q en R 3 , la ecuacion de la recta que pasa por P y Q tiene 
como ecuaciones parametricas 

P + t(Q — P) 

ya que uno de sus vectores de direccion es tf = g — P. Por tanto, la ecuacion parametri- 
ca de una recta que pasa por P y Q puede escribirse de la forma 

(l-t)P + te 

o bien 

sP + tQ con s + t = l. 

Dadas dos rectas en el espacio, existen cuatro posiciones en las cuales pueden 
encontrarse (ver figura 4). O bien se cortan en un solo punto, o se cruzan sin cortarse, 
o son paralelas en el sentido de que sus vectores directores son proporcionales o son 
coincidentes. 

La posicion relativa de dos rectas en el espacio puede determinarse estudiando el 
sistema formado al igualar las correspondientes coordenadas de las dos rectas dadas y 
determinando si sus vectores directores son o no proporcionales en los casos segundo 
y tercero. 



Figura 4 
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EjEMPLO B. Para determinar la posicion relativa de las rectas 
(x, y, z) = (l, 0, l) + f(-l, 1,0) 

y 

(x, y, z) = (0, 1, 2) + s(2, 0, 1) 

igualamos las correspondientes coordenadas para obtener el sistema 


(1,0, l) + t(-l, 1,0) = (0, 1, 2) + s(2, 0, 1) 


o equivalentemente: 


— t — 2s= — 1 j 
r=l [ 
— s= i ! 


Puesto que 


y 


ya que 




0 

1 


= 2*0 



Figura 5 
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el sistema no posee ninguna solucion. Por tanto, las rectas dadas se cruzan o son 
paralelas. Puesto que sus vectores directores no son proporcionales fepor que?), ambas 
rectas se cruzan. 

* * * 

Dada una recta en coordenadas parametricas como en (1), podemos despejar t de 
cada una de las igualdades para obtener: 

t _ x ~Pi t _ y-Pi t= z _zh 

«1 v 2 ’ v 3 

siempre que v t , v 2 y v 3 sean no nulos. Tenemos, por tanto, las igualdades 

x ~Pi = y-p 2 _z-P 3 

Vl v 2 v 3 

que se transforman en las tres igualdades siguientes: 


V2 x -v 1 y = v 2 p 1 -v 1 p 2 'j 
V 3 y — V 2 Z = v 3 p 2 — v 2 p 3 

ViX-V^Z^Vrf^- v t p 3 ) 

cada una de las cuales es deducible de las otras dos como se deduce facilmente de la 
forma en que se han obtenido. Por tanto, podemos escribir 

v 2 x -v 1 y=v 2 p 1 -v 1 p 2 \ 
v 3 y~v 2 z = v 3 p 2 -v 2 p 3 j 

como las ecuaciones de la recta dada, que reciben el nombre de ecuaciones carte- 
sianas. 

Ejemplo C. Para hallar las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por los 
puntos P = (l, 0, 1) y Q = ( — 2, 1, 2) escribimos sus ecuaciones parametricas 


Tenemos, por tanto: 


o bien 



* * * 
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Si alguna o algunas de las componentes del vector V son nulas (jno todas pueden 
ser nulas!) se obtienen rectas en posiciones especiales con respecto a los ejes y planos 
coordenados. Por ejemplo, si Vi = v 2 — 0, r 3 #0 se obtiene una recta paralela al eje OZ 
que pasa por el punto P = (p l5 p 2 , p 3 ); esta recta tiene como ecuaciones cartesianas 

x=p u y = p 2 

Se invita al lector a buscar otros casos particulares. 

* * * 

Dados dos vectores u y ? en R 3 no proporcionales y un punto P de (R 3 el conjunto 
de puntos que se representa de la forma 

P + tu + sv 

con t y s numeros reales es un plano que pasa por el punto P y tiene tT y V como 
vectores directores. 



Si P = (Pu p 2 , P 3 ), «=(«!, u 2 , u 3 ) y ¥=( 1 ?!, v 2 , v 3 ) la ecuacion del plano que pasa 
por P y tiene u y tf como vectores directores puede escribirse con las igualdades 

x = Pi + tu i + si; i ] 

y = p 2 + t u 2 +sv 2 ( 4 ) 

z = p 3 + tu 3 + sv 3 ) 

que reciben el nombre de ecuaciones parametricas del plano considerado. 
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Si queremos encontrar las ecuaciones cartesianas de este plano, es decir, ecuaciones 
que solamente contengan x, y y z y no los parametros t y s, basta con eliminar estos 
parametros entre las tres ecuaciones de (4). Esto puede hacerse mediante el metodo de 
sustitucion, pero es mas conveniente considerar (4) como un sistema de tres ecuaciones 
con incognitas t y s que, fijadas x, y, z, solo posee una solucion; por el teorema de 
Rouche-Frobenius se ha de tener 


/ U1 

v l\ 

/u, 

V 1 

x-Pi \ 

u 2 

v 2 =r 

u 2 

v 2 

y-Pi 

\“3 

V 3 I 

(«3 

V 3 

Z ~P3 / 


Para que esto se cumpla es necesario que 


Mj t>j x — p j 
u 2 v 2 y—p 2 =0 

«3 »3 Z~P3 


Por la propiedad 3 de los determinantes (ver seccion 2.2) para columnas se tiene 



V 1 

X 


U 1 

V 1 

P 1 

“2 

V 2 

y 

— 

u 2 

V 2 

Pl 

»3 

V 3 

Z 


U 3 

V 3 

P3 


Desarrollando el primero de los determinantes por la ultima columna se tiene 


U 2 V 2 U, V, u, V, 

«1 

V 1 

P 1 

x- y+ z- 

U 2 

v 2 

P2 

U 3 v 3 »3 V 3 "2 V 2 




“3 

V 3 

P3 


que podemos escribir de la forma 

ax + by + cz + d = 0 

Esta ecuacion recibe el nombre de ecuacion cartesiana o en coordenadas rectangula- 
res de un plano. 

Casos particulares de esta ecuacion son, por ejemplo, x= —d o z = 0. E1 primero es 
un plano que contiene a todos los puntos de la forma (-d,p 2 ,p 3 ) con p 2 , p 3 
cualesquiera numeros reales y, por tanto, es un piano paralelo al plano determinado 
por los ejes OY y OZ que pasa a distancia — d del origen (ver figura 7). E1 segundo es 
el plano determinado por los ejes OX y OY (ver figura 7). 

Se invita al lector a tratar de visualizar geometricamente otros casos particulares de 
la ecuacion cartesiana .de un plano. 
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Figura 7 


Ejemplo D. Las ecuaciones parametricas del plano que pasa por el punto P 
= (1, 1,0) y tiene como vectores directores u=( — 1, 0, 2) y tf = (l, 3, 3) son 

x = 1 — t + s 1 
y = 1 + 3s i • 
z = 2t + 3s ) 

Su ecuacion cartesiana es 

-1 1 x — 1 

0 3 y— 1 =0 
2 3 .2 

Tenemos, por tanto: 

-1 1 x — 1 -1 1 x — 1 

0= 0 3 y - 1 = 0 3 y— 1 

2 3 z 0 5 z + 2x — 2 

= — 3z — 6x + 6 + 5y — 5 = — 6x + 5y — 3z + 1 

* * * 

Las posibles posiciones relativas de dos planos en el espacio son las siguientes 
(vease figura 8): 

a ) Los dos planos se cortan en una recta. 

b) Los dos planos son paralelos. 

c) Ambos pianos coinciden. 


3 y-l 
5 z + 2x — 2 
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La posicion relativa de dos planos puede determinarse a partir de sus ecuaciones, 
utilizando el teorema de Rouche-Frobenius para determinar el numero de puntos en 
comun que ambas poseen. Un estudio de este tipo se realiza en los dos proximos 
ejemplos. 

Ejemplo E. Para hallar la posicion relativa de los planos de ecuaciones 2x + 3y 
— z=l y — x-2y + z = 0 estudiamos el sistema 


Puesto que 


2x + 3y — z = 1| 
— x — 2y + z = 0j 



^<3 = numero de incognitas 




el sistema tiene infmitas soluciones. Puesto que 


2 

-1 


es un menor basico de la 


matriz de los coeficientes, las soluciones dependen de un solo parametro y, por tanto, 
los planos se cortan en una recta. 


Para determinar la ecuacion de esta recta escribimos el sistema en la forma 


2x + 3y = 1 + z 
— x — 2 y = — z 
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y lo resolvemos utilizando la regla de Cramer: 


1 +z 

3 

— z 

-2 

2 

3 

-1 

-2 

2 

1 + z 

-1 

— z 

2 

3 

-1 

-2 


-2 — 2z + 3z 


= 2 — z 


- 2z + 1 + z 


- = z— 1. 


Haciendo z = t, se tiene 

(x, y, z)=(2— f, e — 1 , t) = (2, -l,0) + t(-l, 1 , 1) 

que son las ecuaciones parametricas de la recta interseccion de los dos planos dados. 

* * * 

EJEMPLO F. Dados los planos de ecuaciones parametricas 

(x, y, z) = (l, 0, l) + t(l, 1 , 0) + s(0, 1 , -1) 

(x, y, z) = (0, 0, 3) + 1(1, 2, — 1) + w(2, 1, 1) 

tratamos de determinar su posicion relativa. Igualando las correspondientes coordena- 
das obtenemos el siguiente sistema: 


1 + 1 = / + 2m 
t + 5 = 2/ + m 
1 — s = 3 — l + m 


t — l — 2m= — l 
t + s — 2/— m = 0 
-s + l-m = 2 


Puesto que 


1 0 - 1-2 

1 1 - 2-1 


1 0 - 1-2 
0 1-11 
0-1 1-1 


10-1-2 

oli_^i L 

0 0 0 0 , 


\0 -1 1 - 1 / \0 -1 1 - 1 / \0 0 0 0 / 
el rango de la matriz de los coeficientes del sistema anterior es 2. Por otro lado: 


1 

0 

-1 


1 

0 

-1 

1 

1 

0 

= 

0 

1 

1 

0 

-1 

2 


0 

-1 

2 
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y, por tanto, el rango de la matriz ampliada es 3. Esto nos lleva a deducir que no 
existen soluciones del sistema anterior y, por tanto, los planos dados son paralelos. 

* * * 

Observar que en el ejemplo F los vectores directores de la segunda recta son 
combinacion lineal de los vectores directores de la primera recta, ya que 

(1,2, -1) = (1,+, 0) + (0, 1, -1) 
y 

( 2 , 1 , 0 = 2 ( 1 . 1 , 0 ) — ( 0 , 1 , - 1 ) 

Este resultado es cierto en general: si dos planos son paralelos, los vectores directores 
de uno de ellos son combinacion lineal de los vectores directores del otro y el reciproco 
tambien es cierto. La demostracion de este resultado se pide en el ejercicio 7 al final de 
esta seccion. 

EjEMPLO G. Tratemos de hallar el plano paralelo al de ecuacion x + y + z = 0 que 
pasa por el punto P = (l, 1, 1). 

Escribimos el plano dado en ecuaciones parametricas; para ello basta con determi- 
nar tres de sus puntos que no esten alineados; por ejemplo: 

+ =(0,0,0), B = ( 1, -1,0), C = (0, 1, -1) 

Estos puntos no estan alineados, ya que los vectores 

u=AB=( 1, —1,0) y Tf = +?=(0, 1, -1) 

no son proporcionales fcpor que?). Puesto que el plano dado pasa por el punto + 
= (0, 0, 0) y tiene u y V como vectores directores su ecuacion parametrica es 

(x, y,z) = ( 0, 0, 0) + r(l, — 1, 0) + s(0, 1, -1). 


Como vectores directores de un plano paralelo a este pueden tomarse u y ~v y 
debido a que el plano pedido pasa por el punto P = (l, 1, 1) sus ecuaciones parametri- 
cas son 


, (x, y, z) = (1, 1, l) + r(l, — 1, 0) + s(0, 1, -1) 

Su ecuacion en coordenadas cartesianas es 
1 0 x— 1 1 0 x— 1 

0= —1 1 y— 1 =0 1 x + y — 2 =z— 1 +x + _y — 2 = x + y + z — 3 

0 -1 z — 1 0 -1 z— 1 

es decir, 


£ 

*T* 

9 ■+ 

- £; ■ 

■e 1 ’ C 


y + .3 

' 3 3 


S * * 5 3 

Q s + t+ 

2 3? 



x + y + z= 3. 


152 


Algebra y Geometria 


Otra forma de resolver este problema es utilizando el resultado del ejercicio 8 al 
final de esta seccion; en el se pide demostrar que las ecuaciones de todos los planos 
paralelos al plano de ecuacion ax + by + cz + d = 0 pueden escribirse de la forma ax + by 
+ cz + d' = 0, donde d' toma valores en los numeros reales. 

Aceptando este resultado, la ecuacion del plano que se busca es de la forma x + y 
+ z + d' = 0; el valor de d' se calcula imponiendo que el punto P = ( 1, 1, 1) sea un punto 
de este nuevo plano; por tanto: 

1 + 1 + 1 +d' = 0. 

La ecuacion del plano buscado es 

x+y+z— 3=0 

que es el mismo resultado que se obtuvo anteriormente. 

* * * 

Observaci6n 1. Dados dos planos de ecuaciones 

ax + by + cz = d 
a'x + b'y + c'z = d' 

ambos determinan una recta si y solo si 


/ a b 
b' 



( 6 ) 


Por tanto, dos ecuaciones de la forma que aparecen en (5) son tambien ecuaciones 
cartesianas de una recta siempre que se cumpla la condicion (6). 

ObservaciOn 2. Son numerosos los diferentes ejercicios que pueden hacer- 
se referentes a rectas y planos en el espacio. A1 lector se le invita a que realice 
todos los ejercicios propuestos al final de esta seccion y que tambien realice 
algunos de su propia cosecha. 

Es conveniente tambien que, siempre que sea posible, se realicen adecuadas 
representaciones geometricas de las rectas y planos que aparecen en un proble- 
ma. 


EJERCICIOS 3.2 

1. Dados P = (l, 1, -1), <2 = (0, 1, 2), u =(-1,2,0) y F = (l, -1, -1), hallar las 
ecuaciones parametricas y cartesianas de las siguientes rectas en R 3 , y dibujarlas: 

a) Recta que pasa por P con vector director u—V. 

b) Recta que pasa por P y Q. 

c) Recta que pasa por Q con vector director 3 V. 


lU: 
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2. Dados los siguientes pares de rectas en IR 3 , determinar su posicion relativa y si se 
cortan, encontrar el punto de interseccion: 

a) (x, y, z) = (-l, 2, l) + t(4, 3, 2) y (x, y, z) = (0, 1, 0) + s(l, 3, 2) 

b) (x, y, z) = (0, 1, 5) + t(l, 3, —2) y (x, y, z) = (5, 5, 3) + s(4, 1, 0) 

c) 2x + 3y-z = 3) y x+y = 2 | 

x—3y = 4 J y — z=— 1J 

3. Hallar la ecuacion de la recta paralela a la de ecuacion 

3 x — y + z= ll 
.X + y — 3z = 0J 

que pasa por el punto (1, 1, 1). 

4. De todas las rectas que pasan por el punto P = (0, 2, - 1), hallar la que corta a las 
rectas de ecuaciones 

( 1 , 1 , 2 ) + *( 2 , - 1 , 0 ) 

y 

(0, 1, l) + s( — 3, 1,2) 

5. Dados P = (l, 2, 3), Q = (- 1, -2, -3), P = (0, 1, -1), u=( 0, 1, -1) y v=(5, 1,2), 
hallar las ecuaciones parametricas y cartesianas de los siguientes planos: 

a) Plano que pasa por P, Q y R. 

b) Plano que pasa por P y R y es paralelo a la recta que pasa por Q y tiene u — V 
como vector director. 

c) Plano que contiene a R en la direccion de u + 2v y 2u+V. 

6. Determinar, si es posible, la interseccion de los siguientes pares de planos en IR 3 : 

a) x — y + z = 1 y 2x + 2y — 3z = 4 

b) (x, y, z) = t(l, 1, — l) + s(0, 1, -2) y (x, y, z) = ( 0, 1, 0) + /(0, 1, -l) + m(2, 3, 5) 

c) (x, y, z) = (2, 3, l) + (0, 1, 2) + s(3, 1, -5) y x-6y + 3z+l=0 

7. Demostrar que dos planos son paralelos o coinciden si y solo si los vectores 
directores de uno de ellos son combinacion lineal de los vectores directores del otro. 

8. Demostrar que las ecuaciones de los planos paralelos al plano de'ecuacion ax + by 
+ cz + d = 0 pueden escribirse de la forma ax + by + cz + d' = 0 con d' un numero real. 

9. Escribir las ecuaciones parametricas y cartesianas de los siguientes planos y rectas 
en [R 3 : 

a) Recta que pasa por £> = (0, 2, 1) y es paralela al plano 

k: 3x — z + 2 = 0 

y al plano que pasa por P = (l, 0, 1), Q y el origen. 
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b) Plano paralelo a la recta 

r. (2, 1, 0) + f(l, 2, 1) 

por el punto Q y que contiene al punto (1, 3, 0). 

c) Todas las rectas que pasan por P y son paralelas a n y, entre ellas, la que corta a r. 

d) E1 plano que pasa por R=( 2, 1, 1) y contiene a la recta 

3x + y — 7 = 2] 

S: - 2y + 2 = 1 j 

e) La recta que une R con la interseccion de s y el plano x-y= 1. 

/) Haz de rectas que une R con los puntos de s. 

g) Haz de planos que pasa por R. [ Sugerencia : generalizar el problema 8 de la seccion 
anterior.] 

\ x y z 

10 Demostrar que ^ ^ 1 ° 2 =0 es la ecuacion de un plano que pasa por los 

1 b 2 b 2 b 3 

1 c t c 2 c 3 

puntos A = (a x , a 2 , a 3 ), B = (b u b 2 , b 3 ) y C = (c v c 2 , c 3 ). 

3.3. DISTANCIAS Y ANGULOS. PRODUCTO ESCALAR 
Dados dos puntos P y Q en el plano, de coordenadas 

P = (Pi, Pi) , <2 = (9i, <h) 

con respecto a un sistema de coordenadas rectangulares, del teorema de Pitagoras se 
deduce que la distancia de P a Q se puede calcular mediante la formula 



Figura 1 
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Si los puntos P y Q estan en IR 3 y tienen como coordenadas 

P = (Pu Pi, P 3 ) 

Q=(<h, q 2 , q 3 ) 

aplicando el teorema de Pitagoras a los triangulos rectangulos PQS y PSR se obtiene 
el siguiente resultado: 


d(P, Q) = - 


Pi) 2 +(q 2 -p 2 ) 2 + (q 3 -Pi) 2 (vease figura 2) 



Dado un vector Tf = Ab en el plano o en el espacio se denomina longitud de F y se 
designa por ||Tf|| a la distancia entre A y B. Palabras sinonimas de longitud de un 
vector son modulo de un vector y norma de un vector. 

Ejemplo A. La longitud del vector Tf = Ab, donde A=( 1, — 1, 2) y B = ( 3, 4, 
-5), es 


|Tf||= v /(3-l) 2 + (4 + l) 2 + (-5-2) 2 = v /4 + 25 + 49 = v ^8 


La longitud de un vector posee las siguientes propiedades: 

1) J|cTT || = |c|||Tf||, donde c es un numero real y |c| denota el valor absoluto de c. 

2) ||tr+TfK||tr|| + ||Tf||. 

La segunda propiedad se denomina desigualdad triangular y geometricamente se 
expresa diciendo que cualquier lado de un triangulo es menor que la suma de los otros 
dos. Esta propiedad puede demostrarse utilizando la ley del coseno, a saber: 


||u+Tf|| 2 = ||tr|j 2 + ||Tf|[ 2 2||w ||||n || cos / (u, v) 
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Puesto que cos ( u , v)7z. — 1, se obtiene que 

\\u +F|| 2 ^ ||u|| 2 + ||lT|| 2 + 2||u II || tf || =(||tT|| + ||t?||) 2 

de donde se deduce el resultado tomando raices cuadradas en ambos lados. 

E1 angulo que forman dos vectores u y F en IR 2 o en 1R 3 puede obtenerse utilizando 
el teorema del coseno; ello nos permite calcular el coseno del angulo que forman, el 
cual queda univocamente determinado si suponemos que 0 ^ (“> f) = ti. Puede 

obtenerse una formula para calcular cos ( u , r); si u =(«!, u 2 ) y v =(fi, v 2 ), del 
teorema del coseno se deduce que 

(Vi-urf+iv^-u^) 2 —U 2 + M 2 + v 2 + v\ 2 1| tf || || tf || cos $(u, Tf) 



Simplificando obtenemos 


-lu^Vy-lu^Vj^ — 2||tT II ||If II cos £ (u, ~v) 


de donde se deduce que 


cos £ (u , v ) = 


u lV 2 +u 2 v 2 


La expresion que aparece en el numerador de la parte derecha de esta formula 
recibe el nombre de producto escalar de los vectores u y v y se denota por (u , v). Si los 
vectores tienen dos componentes tenemos 

(u\ If^Mjiq +u 2 v 2 


Si tienen tres componentes se tendria 

(u, If) = u^tt^ +u 2 t; 2 + u 3 U 3 

y la formula para calcular el angulo que forman es similar a la (1). 
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Ejemplo B. E1 coseno del angulo que forman los vectores u* = (l, 1, 1) y 
tf = (— 1, 1, 1) en IR 3 es 

(“. tO 1 •( — 1)+ 1 • l + 1 ■ l l 

11“ 1111" II y/3^/3 3 

Observar que el angulo es agudo, ya que su coseno es positivo. 

* * * 

Nota. De acuerdo con la formula (1) dos vectores son perpendiculares si y 
sdlo si su producto escalar es cero, ya que es en este caso cuando su coseno es 
cero y, por tanto, el angulo que forman es n/2. 

De la definicion de producto escalar pueden deducirse las siguientes propiedades: 

1) (u, tf) = (tf, u) para todo par de vectores u y ~v. 

2) (u+tf, co) = (u, S) + (Tf, S) para cualesquiera tres vectores u,~vyco (propie- 
dad lineal). 

3) (cu, V) = c(u, v) para todo mimero real c y todo par de vectores u y ~v. 

4) (u, u)= || u || 2 ^ 0 para todo vector u*. 

Con la relacion de producto escalar pueden atacarse problemas en el plano y en el 
espacio sobre perpendicularidad y angulos que forman algunas de las figuras anterior- 
mente estudiadas. Lo que sigue es una serie de problemas relativos a estos temas; esta 
serie no es exhaustiva y seria conveniente que el lector se propusiera sus propios 
problemas sobre estas nociones. 

* * * 

Comenzamos hallando las ecuaciones cartesianas de una recta en un plano sin 
necesidad de hallar sus ecuaciones parametricas; supongamos que la recta pasa por el 
punto P=(pi, p 2 ) y tiene a u* = (u 1 , u 2 ) como vector director. Un vector perpendicular a 


F = (-u 2 , uj 


ya que 


(u , V 

)= — UjUj + u^U] =0 

J 

r 

r=(-u 2 , u,) 

p =ipl, Pd' 



/ 

II 


Figura 3 
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Un punto X=(x l5 x 2 ) esta en la rccta pedida si y solo si Fk es perpendicular a 55; 
por tanto: 

0 = (PX, 55) = - (x i - p t )u 2 + (x 2 - p 2 )u j = - u 2 x ^ + u x x 2 + c 


Utilizando el producto escalar puede encontrarse la ecuacion cartesiana de un plano 
en el espacio cuando se conocen un punto del plano y un vector perpendicular a el’. Si 
P = (Pu Pii Ps ) es un punto del plano y iT=(uj, u 2 , u 3 ) es un vector perpendicular a el, 
cualquier punto X=(x u x 2 , x 3 ) del plano satisface 


donde c^p^u^-p^u^. Esta es la ecuacion cartesiana de la recta que tiene 
a u=(-u 2 , Ui) como vector perpendicular y pasa por el punto P. Un vector perpendi- 
cular a una recta dada se denomina tambien un vector caracteristico de la recta. 

Dada la ecuacion aiXi+a 2 x 2 = c que determina una recta en un plano, un vector 
perpendicular a ella es a =(a 1; a 2 ). Para demostrar esto basta escribir la ecuacion de la 
recta en la forma ( a,x)=c , donde x =(x l5 x 2 ); si P=(Pi,p 2 ) e s un punto de la recta se 
tiene (a, p) = c, con p=(p u p 2 ); por tanto, tenemos (a,x) = (a,p), o equivalentemente: 


(a, x -p)=0 

Esto nos dice que (a , x ) = c es la ecuacion de la recta que pasa por P y tiene a a como 
vector perpendicular. 

Ejemplo C. Para hallar la ecuacion de una recta que pasa por el punto 
p = (l, -2) y tiene a u=(l, 3) como vector director, observamos que tf = (-3, 1) es 
un vector perpendicular a u ; por tanto: 


(Tf, jf)= -3 Xi+x 2 = c 


es la forma de la ecuacion pedida; para determinar c sustituimos el punto P = (l, -2) y 
obtenemos 


— 3— 2=c 

Por tanto, -3x! + x 2 =-5 es la ecuacion de la recta. 



Figura 4 

* * * 


(«, xP )= o 

como puede facilmente observarse en la figura adjunta. La igualdad anterior puede 
escribirse de la forma 


WjXj + « 2 x 2 + u 3 x 3 = c 



Figura 5 


Reciprocamente, una formula como la anterior determina un plano que es perpen- 
dicular al vector u =(u 1; u 2 , u 3 ). La demostracion es similar a la realizada para la recta 
en el plano y se deja como ejercicio. 


Ejemplo D. E1 plano que pasa por el punto P = (l, 3, -2) y tiene a u=( 2, - 1, 4) 
como vector perpendicular o caracteristico tiene como ecuacion una expresion de la 
forma 


2x t — x 2 + 4x 3 = c 


E1 valor de c se determina imponiendo que P pertenezca al plano: 2-1 — 3 + 4( — 2) 
= — 9 = c. Por tanto, 2x x — x 2 + 4x 3 = — 9 es la ecuacion del plano. 

* * * 

Sea u un vector cualquiera de R* o IR 3 . E1 producto escalar puede utilizarse para 
descomponer todo vector 55 de !R 2 o R 3 en una suma de dos vectores 

~v='a+b 

donde 7 J es un multiplo de u y b es perpendicular a u (ver figura 6). 
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Puesto que a es un multiplo de u hemos de tener a = cu, con ceR, y, por tanto: 


V = cu +b 


Multiplicando escalarmente losdos lados de la igualdad anterior por u y teniendo 
en cuenta que (b, u) = 0, ya que b es perpendicular a u, se tiene que 


De aqui deducimos que 


y, por tanto: 


(7, u) = c(u, u] 


_ _ («,«)_ 
a =cu = — — u 
(u, u) 


, _ _ - (t 5 *, «)_ 

b=v-a=v-—p«- 


De la formula (1) y de la formula del coseno del angulo que forman dos vectores 
deducimos que 

a = [cos $. (u, tf)]u 

11« II 

y si U es un vector unitario, es decir, de longitud 1, se tiene 

t?=||tf||[cos (tr, F)]u 

lo cual demuestra que a es un vector en la direccion de u que tiene ||lT||[cos $. (u, tT)] 
como modulo (ver figura 7). 



r|| cos <) (I T, V) 
Figura 7 


'1 


Capitulo 3 La geometria del plano >’ del espacio 


161 


EJEMPLO E. Para descomponer v = (1, 3, -1) en un vector paralelo a 
u —( — 1, 0, 1) y otro perpendicular a el, escribimos 

~v—a + b= cu+b 

donde b es perpendicular a u*. Del razonamiento anterior deducimos que 

(v,u) 1 ■( — 1) + 3 0+(~ 1)- 1 -2 

c_ llu|| 2 _ (— i) 2 +o 2 + 1 2 

Por tanto: 

~a = — ltT = (l, 0, — 1) y b =~v —a =( 0, 3, 0) 

* * * 

Dado un punto P se denomina proyeccidn de P sobre una recta o un plano a un 
punto P', de la recta o del plano, tal que PP' es perpendicular a la recta o al plano 
dados (vease figura 8). 


p 



Figura 8 


E1 problema de hallar la proyeccion de un punto sobre una recta o un plano se 
resuelve con metodos analogos a los que se utilizaron para descomponer un vector en 
sus componentes paralela y perpendicular a un vector fijado. En lugar de encontrar 
formulas de manera teorica preferimos realizar algunos ejemplos. 

Ejemplo F. Queremos hallar la proyeccion del punto P = (l, 2) sobre la recta r 
de ecuacion 


— 2x + 3y = — 6 


en el plano. Un vector perpendicular a la recta dada es tf = ( — 2, 3) y, por tanto, u 
= (3, 2) es un vector director de la recta. Si tomamos un punto de la recta, por ejemplo, 
A = (0, — 2), P' sera de la forma: P' = A + cu. Ademas, PP' es perpendicular a u y, por 
tanto, 


0 = (PP', u ) = (PA + cu, if) = (PA, u) + c(u, u) = 

= ((-1, -4), (3, 2)) + c((3, 2), (3, 2))= — 11 +c - 13 
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De aqui deducimos que c= 11/13 y, por tanto. 



Figura 9 


EJEMPLO G. Queremos hallar la proyeccion del punto P = (l, 2, 3) sobre el plano 
n de ecuacion x + y-2z = 3; sabemos que un vector perpendicular a este plano esj; 
= (1, 1, -2). Si P' es la proyeccion de P sobre el plano n hemos de tener PP' = cv\ 
ademas (ver figura 8), si A es un punto del plano, por ejemplo, A = (l, 2, 0), se tiene que 
AP' es perpendicular a V. Por tanto: 

0 = (AP', v)=(A~f + PP', v)=(AP, ~v)+c(?, ~v) = 

= ((0, 0, 3), (1, 1, — 2)) + c((l, 1, -2), (1, 1, -2))= -6 + c6 
Asi pues, c= 1 y PP’=T = ( 1, 1, -2). Como P' = P + PP', se tiene 

P’=( 1, 2, 3) + ( 1 , 1, — 2) = (2, 3, 1) 

* * * 

Se denomina distancia de un punto P a una recta o a un plano a la menor de las 
distancias del punto P a cada uno de los puntos de la recta o del plano. Utilizando el 
teorema de Pitagoras se demuestra que la distancia de P a una recta o a un piano 
coincide con la distancia de P a la proyeccion P' de P sobre la recta o el plano 
considerados. Para demostrar esto basta observar que si Q es otro punto de la recta o 
del plano (ver figura 10) se tiene 

\\P $\\ 2 = \\PP '\\ 2 + \\PQ\\ 2 >\\PP '\\ 2 
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r 


Figura 10 


si Q^P'. Puesto que ya sabemos calcular la proyeccion P' de P tambien sabemos 
calcular la distancia de un punto a una recta o a un plano. 

En los casos de la distancia de un punto a una recta en un plano o de un punto a 
un plano en el espacio se obtiene una formula sencilla, que es conveniente encontrar. 


PROPOSICI6N 1 ( Distancia de un punto a un plano) 

La distancia del punto P = (p u p 2 , p 3 ) al plano de ecuacion a^x^ +a 2 x 2 + a 3 x 3 
+ c = 0 esta dada por la formula 


\a,P^+a 2 p 2 + a 3 p 3 +c\ 


'al + a 2 2 +a 2 3 


Demostracion. La ecuacion del plano puede escribirse de la forma 

(a, x) + c = 0 

donde a=(a u a 2 , a 3 ) y x=(x t , x 2 , x 3 ). Puesto que a es un vector perpendicular al 
plano, la distancia d(P, n) del punto P al plano n es de la forma ||faj|, donde t debe de 
ser elegido de manera que 

P + ta=P' en 



Figura 11 
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Para obtener t sustituimos en la ecuacion del plano: 

0 = (a, OP') + c = (a , dP + ta)+c = (a, OP) + t(a, ~a) + c 


De aqui deducimos que 


— (a, OP) — c 


y, por tanto, 


d{P, 7r)=||£a|| = 


\-(a,OP)-c_ \(a,6P) + c\ 


que coincide con la formula anunciada en la proposicion. ■ 

Un razonamiento similar al anterior permite obtener el siguiente resultado, que se 
deja como ejercicio. 

PROPOSICI6N 2 (Distancia de un punto a una recta en el plano) 

La distancia del punto P = (p u p 2 ) a la recta de ecuacion +a 2 x 2 + c=0 

esta dada por la formula 

\ aiPi + a 2 P2 + c\ 

sja\+a\ 

Ejemplo H. La distancia del punto P = (l, 3, -2) al plano de ecuacion 

n: 3xj — 2 x 2 + 7x 3 = 5 


d(P, n) = 


|3- 1 — 2-3 + 7- ( — 2) — 5| | — 22| 22 

V3 2 + (-2) 2 + 7 2 '^62 “^62 


Tratamos de hallar ahora las bisectrices de dos rectas dadas que se cortan. Tanto en 
el plano como en el espacio sus ecuaciones seran de la forma 

A + tu y A + s U 

u V . . 

donde + es el punto de corte. Puesto que y son vectores de igual longi- 

rud es facil demostrar que ^ ^ v ^ 

u tf 
HtTII ||tf|| 




Capitulo 3 La geometria del plano y del espacio 


165 


IIS1I ll«T|| 

son vectores que tienen la direccion de cada una de las bisectrices buscadas. Basta para 
ello observar que los triangulos ABD y ACD son isosceles e iguales. Las ecuaciones 
seran 



l|T£|| 

Figura 12 


Ejemplo I. Deseamos hallar las bisectrices de las rectas de ecuaciones 

x — y= — 1, r 2 : 2x + y = 4 

Un vector perpendicular a es (1, —1), luego un vector director de r x es 

tT = (l, 1) 



Figura 13 
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Un vector perpendicular a r 2 es (2, 1), luego un vector director de r 2 es 

tT = (l, -2) 

Los vectores directores de las bisectrices seran 

« + v' = ( 1 , 1 ) + ( 1 » - 2 ) 

11« II - Fll yjl — y/5 

Un punto por el que pasan las bisectrices es el punto de interseccion de las rectas 
dadas; el lector puede comprobar que este punto es A = (l, 2). Por tanto: 

2 ) + t (-L ± -L,-L±J) 

son las ecuaciones parametricas de las bisectrices. 

* * * 

Para terminar esta seccion recordamos que el angulo que forman dos planos se 
define como el angulo que forman sus vectores perpendiculares (ver figura 13). Por 
tanto, el coseno del angulo que forman dos planos puede calcularse mediante la 
formula obtenida al comienzo de esta seccion. 

Si el lector desea realizar algun ejercicio relacionado con este concepto puede 
intentar hallar el angulo que forman los planos de ecuaciones 

3x — 2y + z=0 y 2x + y— 3z = 0 



Figura 14 


EJERCICIOS 3.3 

1. Dados los puntos P=(l, 0), Q = { — 1, 1) y R=(2, 1) y las rectas 

r+. 3x + y = 4, r 2 : x — 2y= — 1 


se pide: 
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a) Distancia de P a Q. 

b) E1 coseno del angulo que forman los vectores FQ y PR. 

c) E1 coseno del angulo que forman las rectas y r 2 . 

d) Ecuacion cartesiana de la recta que pasa por P y es perpendicular a r x . 

c) Ecuacion cartesiana de la recta que pasa por R y es perpendicular a r 2 . 

f) Descomponer el vector PQ en un vector paralelo a la recta y en otro perpendi- 
cular a ella. 

ij ) Hallar la proyeccion del punto Q sobre la recta r 2 . 

h) Hallar la distancia de Q a r 2 y de P a r v 

i) Hallar el simetrico del punto P con respecto a la recta r v 

j) Encontrar las ecuaciones cartesianas de las bisectrices de r t y r 2 . 

2. Dados los puntos P=(l, 0, 0), Q — { 1, 0, 1) y R=( 2, 3, —2) y los planos 

r t : 3x — y + z = 3, r 2 : x + 2y — z = 2 

se pide: 

a) Distancia de P a Q y de Q a R. 

b) E1 coseno del angulo que forman los planos r x y r 2 . 

cj Ecuacion del plano perpendicular al vector P^ que pasa por R. 
ci) La proyeccion del punto P sobre el plano r v 

Descomponer el vector QR en un vector perpendicular a r 2 y otro paralelo a r 2 . 
j Encontrar las ecuaciones cartesianas de la recta perpendicular al plano r t que pasa 
por R. 

Hallar la ecuacion del plano perpendicular a la recta interseccion de los dos planos 
dados y que pasa por Q. 

h) Distancia de Q a r 2 y de P a r v 

i) Hallar el punto simetrico de P respecto del plano r v 

3. Dados los puntos P = (0, 0, 1) y 0 = (O, 3, 0) y las rectas de ecuaciones: 

rd (1, 1, 0) + 1(2, 0, 1), r 2 : (0, 0, -2) + s(l, -1, 3) 

se pide: 

a) Demostrar que r x y r 2 se cruzan. 

b) Ecuacion del plano perpendicular a r t que pasa por P. 

c) Ecuaciones parametricas y cartesianas de la recta paralela a r x que corta a r 2 en el 
punto (0, 0, — 2). 

d) Ecuaciones de las bisectrices de la recta r 2 y la encontrada en el apartado anterior. 

e) La proyeccion del punto Q sobre r t . 

f) Distancia de Q a r t y de P a r 2 . 
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g) Descomponer el vector FQ en un vector paralelo y otro perpendicular a r^. 

h ) Ecuacion del plano paralelo a r r que contiene a r 2 . 

i ) Ecuacion del plano paralelo a r 2 que contiene a r t . 

j) Distancia de jq a r 2 . [ Sugerencia : hallar la distancia entre los planos de los 
apartados h) e (')■] 

4. Utilizar vectores para demostrar que las diagonales de un rectangulo son 
perpendiculares si y solo si el rectangulo es un cuadrado. 

5. Demostrar que las bisectrices de dos rectas que se cortan son perpendiculares. 

6. Dadas las rectas de ecuaciones 

x — y + z= l| ^ y + z= 2) 

1 2x + y = 3J’ 2 x — 2y + z = 0 J 

demostrar que se cortan y hallar las ecuaciones parametricas de sus bisectrices. 

7. Hallar la ecuacion del plano cuyo punto mas cercano al origen es P = (l, —2, 1). 

8. Hallar la ecuacion de un plano que determine con los ejes coordenados segmentos 
de longitudes 2, 3 y 1, respectivamente. 

9. Hallar la ecuacion del plano paralelo al plano de ecuacion 2x — 3y — 6z— 14 = 0 y 
que dista 5 unidades del origen. 

10. Encontrar la ecuacion del plano perpendicular al de ecuacion x — 2y— 2z + 9 = 0 
que pasa por los puntos P = ( 2, -1, 6) y Q = (l, —2, 4). [So/.: 2x + 4y — 3z + 18 = 0.] 


3.4. FIGURAS SENCILLAS EN EL PLANO Y EN EL ESPACIO: 

SUS ECUACIONES 

En las secciones anteriores hemos estudiado las rectas y los planos por medio de 
sus ecuaciones. En esta seccion estudiaremos otras figuras en el plano y en el espacio. 
En todas ellas se observara que si sus ecuaciones parametricas solo dependen de un 
parametro las figuras son curvas o trozos de curvas, mientras que si depende de dos 
parametros se trata de superficies o trozos de superficies. 

Comenzamos con el segmento que une los puntos P y Q, donde P y Q pueden ser 
puntos del plano o del espacio. La recta que contiene a P y Q tiene como ecuacion 
parametrica 

P + t(P$) = P + t(Q-P)=(l-t)P + tQ 
donde t es un numero real. Si imponemos la restriccion 

0 ^ t ^ 1 
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Figura 1 

se obtienen_todos los puntos del segmento PQ y solamente estos. Por tanto, el 
segmento PQ puede representarse de la forma 

(1 — t)P + tQ con 0 g f g 1 

Dado un punto X en el segmento PQ se denomina razon deX con respecto a P y Q 
al cociente 


Figura 2 

La razon de un punto con respecto a otros dos es, por tanto, un numero real 
positivo. 

Dado un numero real positivo r siempre puede encontrarse un punto X tal que su 
razon con respecto a dos puntos dados P y Q es r. Para encontrar X observamos que 


y ademas: 


X=(\-t)P + tQ = P + tQP 


para algun fe(0, 1). Para encontrar este valor de f sustituimos X en la formula que nos 
da la razon r y obtenemos 

\\tQP\\ t 

11(1-00?!! l-t 


De aqui podemos despejar f en funcion de r: 
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E1 punto medio del segmento PQ es un punto cuya razon es 1 con respecto a P y Q 
y, por tanto, t = 1/2. De aqui deducimos que el punto medio de PQ es 


( i\ 1 P + Q 

x -{ l -2Y + P m -r 


Ejemplo A. Queremos hallar un punto X que tenga razon 2 con respecto a los 
puntos P = ( 1 , 2, 0) y Q = ( — 1 , 0, 3). E1 punto X sera de la forma X = ( 1 — t)P + 1 Q, donde 


Por tanto: 


1+r 3 




2 1 

Observar que X es un punto que dista -||PQ|| de P y -||PQ|| de Q. 


Dados tres puntos no alineados A, B y C, en el plano o en el espacio, determinan 
un triangulo. Los puntos del interior del triangulo pueden determinarse parametrica- 
mente. Los puntos del lado BC tienen como ecuacion parametrica 

(l — t)B + tC, O^t^l 





(1-DB+ tc 

0 < t ^ 1 


Figura 3 

Uniendo A con todos los puntos del lado BC se tiene el interior del triangulo, que 
satisface la ecuacion 

(1 — s)A + s[(l — t)B + fC], 0£s£l, 0£t£l 


Esto puede escribirse de la forma 


( 1 — s)A + s( 1 — t)B + stC, O^s^l, O^f^l 
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o bien 

aA + bB + cC, a + b + c= 1, 0 rS a, b, c ^ 1. 

La demostracion de esta ultima afirmacion se deja como ejercicio para el lector. 

Cuatro puntos A, B, C y D no coplanarios en el espacio determinan un poliedro de 
cuatro caras triangulares. Puede demostrarse con un razonamiento analogo al anterior 
que los puntos de su interior se representan parametricamente de la forma 

aA + bB + cC + dD, a + b + c+d= 1, 0 ^ a, b, c, d ^ 1 


A 



C 


Figura 4 

Ejemplo B. Dados A, B y C, tres puntos en el plano o en el espacio, queremos 
hallar las ecuaciones parametricas de la region sombreada. E1 segmento que une B con 
C tiene como ecuaciones parametricas 

(1 — t)B + tC, Ogfg 1. 


A 


Figura 5 

Trazando las semirrectas que unen A con cualquiera de los puntos del segmento BC 
se obtiene la region sombreada. Estas semirrectas tienen por ecuacion 

(1— s)/4+s[(l — f)B + rC], 0 fg s, 0 rS f 5S 1 

Dado un triangulo cualquiera, se denominan medianas a las rectas que unen un 
vertice con el punto medio del lado opuesto. 
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Demostraremos a continuacion que las tres medianas de un triangulo se cortan en 
un punto cuya distancia a cualquiera de los vertices del triangulo es 2/3 de la distancia 
del vertice al punto medio del lado opuesto. 

Para demostrar este resultado sean A, B y C los vertices del triangulo, el punto 

B C 2 

medio del lado BC es . E1 punto que se encuentra del vertice A a - de la distancia 

de A al punto medio del lado BC es (ver ejemplo A): 

/ 2\ 2 B + C 1 B + C A + B + C 

(‘- 5 > + 5 — ' -3' ,+ — — 3- 


A+B+C A 



Realizando el razonamiento con cualquier otro vertice se obtendra el mismo 
resultado. Esto demuestra nuestra afirmacion. 

E1 punto donde se cortan las medianas de un triangulo se denomina baricentro o 

centro de gravedad del triangulo. 

Otros puntos caracteristicos de un triangulo se obtienen como interseccion de sus 
alturas, sus bisectrices o sus mediatrices. Los resultados que a ellos les conciernen se 
proponen en los ejercicios del final de esta seccion. 

* * * 

Pasamos a continuacion a estudiar las figuras mas sencillas en el plano y en el 
espacio que no pueden formarse con segmentos de rectas. 

En el plano tenemos la circunferencia, que es el lugar geometrico de los puntos que 
equidistan de un punto fijo, llamado centro. La distancia del centro a uno cualquiera 
de los puntos de la circunferencia recibe el nombre de radio de la circunferencia. 

Si C = (c l5 c 2 ) es el centro de la circunferencia y r el radio, un punto X = (x v x 2 ) 
esta en la circunferencia si y solo si 

d(X, C) = r. 


Por tanto: 

(x^-ctf + ^-ctf^r 2 

es la ecuacion implicita de la circunferencia de centro c y radio r. 



Ecuaciones parametricas de la circunferencia pueden encontrarse utilizando el 
angulo a que forman el radio de la circunferencia con una recta fijada que pase por el 
centro de la circunferencia. Se tiene que 

Xj — Cj =r cos a, x 2 —c 2 = r sen a. 


Por tanto, 


jXi =Cj +r cos a 
[x 2 =c 2 + r sen a 

son las ecuaciones parametricas buscadas. 

La figura que tiene a 

Jxj =c x +a cos a 
[x 2 =c 2 + b sen a 

como ecuaciones parametricas recibe el nombre de elipse (ver figura 8). Para encontrar 
sus ecuaciones cartesianas observamos que 


Por tanto. 


x, — c, 


cos a = 


sen a = - 



Figura 8 
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La elipse puede definirse de la siguiente manera: el lugar geometrico de los 
puntos de un plano cuya suma de distancias a dos puntos fijos, llamados focos, F t y 
F 2 , es constante. 


* * * 

Otra curva que posee una definicion «similar» a la de la elipse es la lemniscata de 
Bernouilli: es el lugar geometrico de los puntos del plano cuyas distancias a dos puntos 
fijos, llamados focos, F j y F 2 , tienen producto igual a c 2 , con 2 c la distancia entre 
ambos focos. 

Si F t =(— 1, 0) y F 2 = (l, 0), la lemniscata de Bernouilli tiene por ecuacion 
[(x+l) 2 + y 2 ][(x-l) 2 + y 2 ] = l 



Figura 9 


Simplificando esta igualdad se obtiene 


(x 2 + y 2 ) 2 — 2(x 2 — y 2 ) = 0 


Escribiendo x = r cos a, y = r sen a tenemos que 


r 4 = 2r 2 (cos 2 a — sen 2 a) 


Por tanto: 


r 2 = 2 cos 2a . 

Esta ecuacion, denominada ecuacion en coordenadas polares de la lemniscata de 
Bernouilli, permite obtener la representacion grafica de la figura adjunta. 

* * * 

La curva que describe un punto de una circunferencia cuando rueda sin deslizar 
sobre una recta tiene unas ecuaciones parametricas sencillas. Esta curva recibe el 
nombre de cicloide, y su grafica se aprecia en la figura adjunta. 



Si la circunferencia tiene radio 1 y esta situada inicialmente como se muestra en 
la figura 11, despues de que el centro de la circunferencia haya recorrido una longitud 
t, el punto P se transforma en P', cuyas coordenadas x e y satisfacen 


x = t — d(B, C) = t — cos a = t — cos 



sen t 


y = 1 + d(C, P')= 1 + sen a = 1 + sen ^t — — ^ = 1 — cos t 



* * * 

En el espacio la figura mas sencilla es la esfera, que posee una definicion similar a la 
de la circunferencia. La esfera es el lugar geometrico de los puntos del espacio que 
equidistan de un punto fijo, llamado centro. La distancia del centro a un punto 
cualquiera de la esfera recibe el nombre de radio de la esfera. 
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Si C = (c!, c 2 , c 3 ) es el centro de la esfera y r su radio, cualquier punto X 
= (x x , x 2 , x 3 ) de ella satisface la igualdad 

d(X, C) = r 

Por tanto: 

(*1 - c i) 2 + (x 2 - c 2 ) 2 + (x 3 - c 3 ) 2 = r 2 

son las ecuaciones parametricas de la esfera de centro C y radio r. 

Ecuaciones parametricas de la esfera pueden encontrarse en funcion de los angulos 
a y /1 de la figura 12. Tenemos 

x 3 — c 3 = r cos /? 

mientras que ||C?||=r sen fi. De aqui deducimos que 

Xj — Cj = r cos a sen /1 
x 2 —c 2 = r sen a sen /3 
x 3 — c 3 = r cos /3 

que son las ecuaciones parametricas buscadas. Observar que estas ecuaciones parame- 
tricas dependen de dos parametros, a y ( 3 , lo cual esta en concordancia con el hecho de 
que determinan una superficie en el espacio. 



1 


EJERCICIOS 3.4 

1. Encontrar los puntos que dividen al segmento AB en tres partes iguales, donde A 
=(-1,0, -3) y B = (4, 3,5). 
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2. Describir parametricamente ias regiones I, II, III y IV de la figura adjunta, donde 
A, B y C son tres puntos no alineados. 



naiwi la iuici icuuiuii uc ias siguicnies nguras en ei piano: 

a) La recta x = y + l y la circunferencia (x — 2) 2 + y 2 = 6. 

1 4 

b) E1 semiplano y —x ^ —= y la circunferencia (x — 2) 2 +y 2 = 6. 

V 5 v 5 

c) E1 sector s(4, 1) + (1 — s — t)(l, 2), r>0, s>0 y el semiplano x + 2y — 5<0. 

4. Demostrar que un criterio para que la recta A + tu toque a la circunferencia x 2 
+ y 2 = r 2 en un solo punto es que se cumpla la igualdad 


r 2 ||u|| 2 = 


donde u =(u 1; u 2 ) y A=(a u a 2 ). 



5. Demostrar que si A' y B' son los puntos medios de los segmentos AC y BC, se 
tiene que 

UA^'H^UaZu 
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6. Se denomina mediatriz de un triangulo a la perpendicular por el punto medio a 
uno cualquiera de sus lados. Demostrar que las tres mediatrices de un triangulo se 
cortan en un punto que coincide con el centro de la circunferencia circunscrita al 
triangulo. (Este punto recibe el nombre de circuncentro del triangulo dado.) 



7. Demostrar que el circuncentro (ver problema anterior) de un triangulo rectangulo 
se halla en el punto medio de su hipotenusa. 

8. Se denomina bisectriz de un triangulo a cualquier recta que divide a uno cualquie- 
ra de sus angulos interiores en dos partes iguales. Demostrar que las bisectrices de un 
triangulo se cortan en un solo punto que coincide con el centro de la circunferencia 
inscrita en el. (Este punto recibe el nombre de incentro del triangulo dado.) 



/ 

Incentro 


9 . Cada una de las rectas que pasan por el vertice de un triangulo y son perpendicu- 
lares al lado opuesto reciben el nombre de alturas del triangulo ABC de la figura. Estas 
alturas coinciden con las mediatrices del triangulo A'B'C' de la figura adjunta. Deducir 
de es.te resultado y del problema 6 que las alturas de un triangulo se cortan en un 
punto. (Este punto se denomina ortocentro del triangulo dado.) 



\ / I C’B'WBC 

\ / A'B'WAB 

Y A'C'WAC 

A' 
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10 . Dado el triangulo ABC en el plano cuyos vertices tienen como coordenadas 
A = {- 3, 0), B=( 2, 1) y C = (0, 3), hallar: 

a) Las coordenadas del baricentro. 

b) E1 circuncentro y la ecuacion de la circunferencia circunscrita. 

c) E1 incentro y la ecuacion de la circunferencia inscrita. 

d) E1 ortocentro. 

(Ver los problemas 6, 8 y 9 para las definiciones.) 

11 . Hallar las ecuaciones de la altura relativa al vertice A del prisma de base 
triangular BCD, donde 

A=( 1,1,3), B=( 0, -1,0), C = (l, 0, 0) y £> = (0,3,1) 

12 . Encontrar las ecuaciones parametricas y cartesianas de las siguientes figuras: 

a) La circunferencia que pasa por los puntos A = ( 2, 1), B = ( 0, 3) y C = ( — 1, 0). 

b) La esfera que pasa por los puntos A=( 1, 2, 0), B = ( 1, 0, 2), C = (3, 0, 0) y £> 

= (2,1, s/2). 


3.5. AREAS Y VOLUMENES. PRODUCTO VECTORIAL 

Comenzaremos encontrando una formula para determinar el area de un paralelo- 
gramo situado en el plano o en el espacio. Observamos, en primer lugar, que un 
paralelogramo queda determinado por dos vectores a* y b que son linealmente 
independientes (ver figura 1). 

_--7 0 

/ 

/ 

/ 

/ 
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Sabemos que el area de un paralelogramo se obtiene multiplicando la longitud de 
su base por la altura; por tanto: 



Figura 1 


area= ||o'|| • ||CP 
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donde P es la proyeccion del punto C sobre la recta que contiene a A y B. Puesto que 
|| C? || = || 5* || sen $ (a;b), deducimos que 

(area) 2 = ||a|| 2 ||F || 2 sen 2 f (a, F)= ||a || 2 ||F || 2 [1 — cos 2 * (a, F)] = 


= "“ l|2|l5 ' ll { 1 -ii^w]-"“" 2|l, ’i |: 


-<* i' f 


Hemos obtenido el siguiente resultado: 


ProposiciCn 1- 


Si a y b son dos vectores linealmente independientes en el plano o en el 
espacio, el area A del paralelogramo determinado por los vectores a y b se 
obtiene mediante la formula 


||a || 2 ||F|| 2 -(a, F ) 2 = 


f(a, a ), (a, b ) 
(a, b), (b, b) 


,, Si a =(a lt a 2 ) y S = (b lt b 2 ) son dos vectores linealmente independientes en el plano 
tenemos que 

II a || 2 1 | V || ■ 2 - (a, F) 2 = (a\ + al)(b\ + b 2 2 ) - (a ,b t + a 2 b 2 ) 2 = 

= a 2 b 2 + afb| + a|b 2 + a\bl — a\b\ — la^b^a^b^ — a\b 2 = 

a i a 2 2 

= (aife2 — a 2^i) — , r 

b i a 2 

Por tanto, el area de un paralelogrtamo en el plano coincide con el valor absoluto del 
determinante formado por las componentes de los vectores que lo determinan. 

En el espacio tambien existe una formula sencilla, pero es necesario utilizar un 
concepto que se introducira mas adelante. 

E1 area de un triangulo de vertices A, B y C coincide con la mitad del area del 
paralelogramo determinado por los vectores +(? y AB, como puede observarse en la 
figura 2. Por tanto, las formulas para el area de un triangulo se obtienen dividiendo 
entre 2 las formulas para el area del paralelogramo que el determina. 


/ 

/ 

/ 

/ 


Figura 2 
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Finalmente, recordamos que el area de cualquier figura limitada por segmentos es 
facil de calcular a partir del area de triangulos, ya que toda «figura» puede «triangular- 
se» (ver figura 3). 



Ejemplo A. Tratemos de encontrar el area del triangulo de vertices A — (\, 2), B 
= ( — 2, 0) y C = (1, —3). Si consideramos los vectores 


a=A? = ( 0, -5) 

y 

V = Ai = (- 3, -2) 

se tiene que 



Por tanto, el area pedida es 15/2. 



Figura 4 



Ejemplo B. Queremos encontrar el area del triangulo que tiene como vertices los 
puntos de interseccion del plano de ecuacion 2x + y + 3z = 6 con los ejes coordenados 
(figura 5). Estos puntos son 


+ = (3,0,0), B = (0,6,0) y C = (0, 0, 2) 
como facilmente puede comprobarse. 
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Observar que en este caso no podemos utilizar el determinante, mientras que si se 
utilizo en el ejemplo A. 

* * * 


Una formula en la que interviene un determinante de orden 3 puede utilizarse para 
calcular el volumen de un paralelepipedo en el espacio. Un paralelepipedo queda 
determinado por tres vectores linealmente independientes (ver figura 6). Si estos 
vectores son 


a =(a u a 2 , a 3 ), b=(b u b 2 ,b 3 ) y c =(c lt c 2 , c 3 ) 



Figura 6 
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demostraremos que el volumen del paralelepipedo que ellos determinan se obtiene 
como el valor absoluto del determinante de la matriz. 

I a i ci 2 a 3 \ 

(a,T>,~c)= b 3 b 2 b 3 
\ c x C 2 c 3 j 

Para demostrarlo basta con encontrar un vector 55 perpendicular al plano determi- 
nado por los vectores a y b , ya que entonces tendremos que 

F=volumen = (area de la base)- ||cj||cos $ (c, 55)| 

ya que la altura del paralelepipedo coincide con ||c’|||cos (c, 55) |. 

_ P ara encontrar un vector 55 = (x,, x 2 , x 3 ) que sea perpendicular a 5* = (a 1 , a 2 , a 3 ) y 
b =(b j, b 2 , b 3 ) basta con resolver el sistema 

(a, 55) = ^! + a 2 x 2 + a 3 x 3 =0| 

(F, co^^b^Xy +b 2 x 2 + b 3 x 3 = oj 

Puesto que los vectores a y b son linealmente independientes: 

r ( a i a 2 a A 

\ b i h b 3 ) 

y, por tanto, el sistema tiene infinitas soluciones. Supongamos que 

Q\ d 2 

, , /0 


y sea x 3 = t; tenemos que 


a l a 2 

b 3 b 2 


~a 3 

a 2 

,t ai 


,t ai 

a 2 

) 

b 3 

b 2 

b\ 

— b 3 

b\ 

b 2 

) 


flj d 2 

Tomando t= #0, por ejemplo, se tiene que 

b\ b 2 


a 2 a 3 


a i a 3 


a x a 2 

b 2 b 3 

9 

b\ b 3 

9 

b i b 2 


que recibe el nombre de producto vectorial de a y b 
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DEFINICI6N 1 (Producto vectorial de dos vectores) . 

Dados los vectores l T = {a u a 2 , a 3 ) y b ={b b 2 , b 3 ) en el espacio definimos su 
producto vectorial como el vector 

_ V _( ^ 1 ° 3 \ 

flX V&l b 3 ’ b 2j 

Una forma de recordar las componentes del vector producto vectorial de a y b es 
observar que corresponden al resultado de eliminar la primera, ia segunda y la tercera 
columna, respectivamente, de la matriz 



teniendo siempre cuidado de que a la segunda componente es necesario cambiarle el 
signo. _ 

Otra forma de recordarlo, procedente de la fisica, es la siguiente: sean i =(1, 0, 0), 
7 = (0, 1,0) y 7c=(0, 0, 1) los vectores coordenados unitarios; podemos escribir 

d’ = a l l + a 2 j +a 3 k 


y 


~G = bl i +b 2 j +b 3 k 



E1 vector a x 5* se obtiene desarrollando «formalmente» el determinante 

~f 7 k 

a l a 2 a 3 

b i b 2 b 3 


por la primera fila. 
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Ejemplo C. Tratemos de hallar la ecuacion cartesiana del plano que pasa por el 
punto A={ 2, 1, 3) y tiene u=(l, 0, — 1) y F = (2, — 1, 1) como vectores directores. Un 
vector perpendicular a u y tf es 


0 -1 

1 1 


1-11 
2 1 ’ 2 


= (-l, _ 3 , -1); 


VI- 1 1|’ \2 1|’|2 -l\P 

la ecuacion de todos los planos perpendiculares a u x? es 

-x-3 y-z = d 

E1 valor de d se calcula con la condicion de que el punto A pertenezca al plano; por 
tanto, tenemos —2 — 3 — 3 = — 8 = d. La ecuacion del plano es 

x + 3y + c = 8 


E1 modulo o longitud del producto vectorial de dos vectores tiene una bonita 
interpretacion geometrica. Si los vectores dados son a =(a u a 2 , a 3 ) y V = (b lt b 2 , b 3 ), y 
calculamos || a xF|| 2 se tiene que 


" flXM ~b 2 b 3 + bl b 3 + b, b 2 =^ b 2- a 2b 2 ) 2 +(a 1 b 3 -a 3 b 1 ) 2 + 

+ (a lb2 - a lbl ) 2 = a\b\ + a\b\ + a\b\ + a\b\ + a\b 2 2 + a\b 2 2 - 
— 2-[a 2 b 3 a 3 b 2 + a^b^a^b^ + a^b^a^b^j =(a\ +a 2 + a\)(b( + b\ + b\) — 
-a^b^alb^-albl-Ila^b^b^ + a^b^a^bi +a 1 fc 2 u 2 (t 1 ] = 

= (a\ +a\ + a\)(b\ + b\ + b\) -(a lbl + a 2 b 2 + a 3 b 3 ) 2 = 

= \\d\\ 2 \\Z\\ 2 -(d,S) 2 

De la proposicion 1 deducimos el siguiente resultado: 

PROPOSICI6N 2 ( Area de un paralelogramo en el espacio) 

__E1 area A de un paralelogramo en el espacio determinado por dos vectores a 
y b coincide con el modulo del producto vectorial de los vectores, es decir: 

A = \\d x b || = ||a || ||F || sen (a , F) 
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E1 area del triangulo del ejemplo B podemos calcularla ahora utilizando el 
producto vectorial. En efecto, tenemos que 


1 

'0 

2 2 

-3 

2 2 

-3 

0 

2“ 

2 

6 

0 + 

1 

-3 

0 + 

-3 

6 



=- [144 + 36 + 324] 1/2 = * ^504 = 3^14 
que coincide con el resultado encontrado en el ejemplo B. 



Figura 7 


* * * 

E1 problema que nos ha conducido a los resultados anteriores es el de encontrar 
una formula para determinar el volumen de un paralelepipedo en R 3 . Este problema 
puede ser resuelto ahora de una forma elegante. Para el paralelepipedo de la figura 8 se 
tiene que su volumen es 

V = (area de la base) • || CP || |cos -)(axf),c)| 

|| c III cos $ (tfxV, r)| 



Figura 8 

L 
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Debido a la proposicion 2 se tiene que 

V= ||<f x b || • ||c |||cos j: (axF, c*)| 

Si recordamos la formula para calcular el coseno del angulo que forman dos vectores 
(ver seccion 3.3), obtenemos que 

V=\ (flxF, c)| 


E1 producto escalar de a x b con c recibe el nombre de producto mixto de los 
vectores a, F y c. E1 producto mixto de tres vectores puede calcularse utilizando un 
determinante, ya que 


(a x b , c’) = 




«i 

«3 



a 2 


h 

b 3 

9 

h 

b 2 






a 2 

b 2 

c 2 



Todos estos resultados quedan resumidos en la siguiente proposicion. 


PROPOSICI0N 3 (Volumen de un paralelepipedo ) 

E1 volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a , V y 7 en el 
espacio puede calcularse mediante la formula 

V=\ (flxF, c*)| 

y coincide con el valor absoluto del determinante de la matriz 

(«! a 2 a 3 \ 
bl bi 

\ C 1 C 2 C 3 / 

donde a =(a u a 2 ,a 3 ), V = (b u b 2 ,b 3 ) y c =(c u c 2 ,c 3 ). 


Ejemplo JD. E1 volumen del paralelepipedo determinado por los vectores a 
= (1, 2, —3), b =(0, 1, 2) y <?=(!, —2, —1) es el valor absoluto de 



-1+4 + 4 + 3 = 10 


Por tanto, K=10. 


* * * 
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Utilizando la proposicion 3 puede calcularse el volumen de otras figuras en el 
espacio. Si se trata, por ejemplo, de un prisma triangular determinado por los vectores 
a, b y c (vease figura 9) se tiene que su volumen es 

V =^\ (a xF, r)| 

ya que dos de ellos unidos por una de sus caras laterales forman un paralelepipedo 
determinado por los vectores d*, b y c. 



Figura 9 


Si consideramos una piramide de base triangular determinada por los vectores a, 
Fy c,y tenemos en cuenta que el volumen de una piramide es un tercio del area de la 
base por la altura, deducimos que 

V=U{axV, c)|. 
o 

Otra forma de llegar a esta conclusion es observando que seis piramides de base 
triangular e iguales forman un prisma de base rectangular, como puede apreciarse en 
las figuras 10 y 11. (Los dibujos de estas figuras han sido realizados por Manuel 
Moreno, l.° de Fisicas UAM, 1985.) 

E1 producto vectorial, que nos ha aparecido al intentar calcular areas y volumenes 
de figuras tridimensionales, aparece de manera natural en algunos fenomenos fisicos. 
Se justifica experimentalmente que una carga electrica positiva de magnitud q, que se 
mueve con una velocidad V, dentro de un campo magnetico de intensidad i, se 
encuentra sometida a una fuerza F cuyo modulo y direccion estan dados por 

F = q(v x i ). 
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Figura 1 1 


Una^corriente que circula por un hilo recto produce un campo magnetico cuyo 
vector F tiene el sentido del producto vectorial del vector que senala el sentido de la 
corriente, ~v, en el hilo y el vector de la figura adjunta. 



TT 
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Estudiaremos a continuacion las propiedades del producto vectorial. Sabemos que 
el producto vectorial tiene direccion perpendicular a cada uno de los vectores y su 
modulo o longitud coincide con el area del paralelogramo que ambos vectores 
determinan. Sin embargo, esto no determina completamente el producto vectorial de a 
y b , ya que la direccion perpendicular aa y b posee dos sentidos opuestos. Se plantea 
entonces la pregunta de saber cual es el sentido del vector a x b . 

Realizamos algunos ejemplos sencillos. Si e t = (l, 0, 0), e 2 = (0, 1, 0) y e 3 =(0, 0, 1), 
tenemos que 


0 0 10 10 
1 0 ’ ~ 0 0 ’ 0 1 


= ( 0 , 0 , 1)=« 3 


/10 0 0 0 1 \ 
\0 0’ " 1 0’ 1 oj 



En estos ejemplos se observa que el sentido del producto vectorial de a y b esta 
dado por el sentido de avance de un tornillo que gira yendo de a hacia b . 

Otra forma de recordar el sentido del producto vectorial es la regla de la mano 
derecha: el sentido d e a xb es el sentido en el que apunta el dedo pulgar cuando los 
dedos de la mano derecha estan curvados de a hacia b (vease figura 12). 

Las propiedades que conocemos del producto vectorial le determinan totalmente, 
es decir, el producto vectorial o" x b de dos vectores cf y b en iR 3 que son linealmente 
independientes es el unico vector que satisface las siguientes propiedades: 


1) Es perpendicular a a y b. 

2) Su longitud es el area del paralelogramo determinado por a y b. 

3) Su sentido esta dado por la regla del tornillo. 




Figura 12 
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PROPOSICI6N 4 ( Propiedades del producto vectorial ) 

Cualesquiera que sean los vectores a, V y ~c en R 3 se tiene: 

a) a xb = — F x a 

b) (axF, u)=0 y (axV, F) = 0 

c) Si a y b son no nulos, ZF x b = 6 si y solo si <F y b son paralelos. 

d) (a+b)x'c=d'x c+F x T 

e) (a x b, c') = (a, V x T) = (V, cx a) 

f) a x (F x c’) = (a, ~c)b -(a, b(c 

Nota. Las propiedades a), b) y c) se deducen inmediatamente de las propie- 
dades ya conocidas del producto vectorial. E1 resto de las propiedades pueden 
demostrarse directamente utilizando la definicion de producto vectorial, y se 
dejan como ejercicio para el lector. 

Existen varias formas de calcular la distancia entre dos rectas que se cruzan en el 
espacio; una de ellas se sugiere en el apartado j) del problema 3 de la seccion 3.3. Otra 
de ellas puede obtenerse utilizando la proposicion 3 de esta seccion. Dadas la 
rectas de ecuaciones 

r x : A+tu y r z : B + s~v 

formamos un paralelepipedo como se muestra en la figura 13. E1 volumen del 
paralelepipedo se obtiene multiplicando el area de la base por la altura a. De las 
proposiciones 2 y 3 deducimos que 

V=\(u x ~v, A $) | = || tF x 17 1| • a 



Figura 13 

Puesto que la altura a del paralelepipedo coincide con la distancia de B al plano que 
contiene a r^ y es paralelo a r 2 y esta, a su vez, coincide con la distancia entre las rectas 
dadas, la distancia buscada es 


d(r i, r 2 ) = a = \(u x v, M)\/\\u x tT|| 
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Ejemplo E. Para calcular la distancia entre las rectas de ecuaciones 
r{. (1, 0, l) + t(2, 0, 1) y r 2 : (0, 1, l) + s(l, 3, -1) 

calculamos 


utilizando el producto vectorial: los vectores a , b y c estan positivamente orientados si 
el vector c’ tiene el mismo sentido que el vector axF. 


EJERCICIOS 3.5 


(tf x u, Z6) = 


2 0 1 
1 3 -1 
-11 0 


0 2 1 
0 4-1 
-1 1 0 

0 1 
3 -1 


2 1 
4 -1 


= 6 


Por tanto, 


||tT x tf|| = ||(2,0, 1) x (1, 3, -1)|| = 

= ||( — 3, 3, 6||= (9 + 9 + 36) 1/2 = V54. 

d{r i, r 2 ) = 


2 1 
1 -1 


2 0 ! 

1 3 


VH y/6 


* * * 


Terminamos esta seccion haciendo algunos comentarios sobre la orientacion del 
plano y del espacio. 

En un plano no hay una orientacion privilegiada: podemos decir cuando dos pares 
de vectores tienen la misma orientacion, pero no decir cual es la orientacion de cada 
uno de ellos. Sin embargo, decimos que hay un sentido positivo y un sentido negativo 
de giro porque siempre miramos nuestro plano de un lado fijo: el papel por el lado en 
que dibujamos o las agujas del reloj desde fuera del mismo. ;Si usamos un plano 
transparente y lo miramos desde atras, los sentidos de giro cambian! 



En el espacio no tiene sentido preguntar si el giro en torno a un eje es positivo o 
negativo y solo tiene una aparente respuesta si en el eje se ha elegido una direccion 
positiva y el observador se situa en la direccion positiva de este eje. A pesar de no 
existir una respuesta satisfactoria para definir un sentido de giro positivo o negativo en 
el espacio, siempre podemos decidir si tres vectores estan positivamente orientados 


1. Hallar el area de la figura de vertices ABCDE, donde 

A={~ 2,0), B=(— 1, -2), C = (2, 1), £» = (0,1), £ = (-1,3) 



2. Hallar las ecuaciones cartesianas de los siguientes conjuntos de puntos: 

a) Plano que pasa por los puntos A=(l, 2, 1), £ = (-1, 3, 0) y C = (2, 1, 3). 

b ) Recta perpendicular a las rectas 

(3, 3, 2) + r(3, -1, 2) y (1, 1, 9)+s(5, 1, —5) 
y que pasa por su punto de interseccion. 

c) Plano perpendicular a la recta de ecuacion (1, 2, 1 ) + 1 ( — 1 , 2, 0) que pasa por el 
punto (— 1, 2, 3). 

3. Demostrar que la distancia de un punto A a la recta B + tu en el plano puede 
calcularse mediante la formula 

Mj u 2 

a^ — b^ a 2 -b 2 


donde A^^a^a^), B = (b t , b 2 ) y u=(u u u 2 ). 

[ Sugerencia : utilizar que el area de un paralelogramo en el plano puede expresarse 
como un determinante.] 
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4 . Dada la piramide de base ABCD y vertice E, donde A—{ 2, 0, 0), B= (3, 1, 0), 
C=(0, 1, 0), D={— 1, 0, 0) y E={ 1, 1, 3), hallar: 

a) E1 area de la cara ABE. 

b) E1 area de la base. 

c) E1 volumen del prisma. 

d) La distancia entre las rectas EB y DC. 

e ) E1 valor de la altura. 

5. Hallar el volumen del prisma determinado por los vectores 

<f = (1, 2, — 1), F = (0,1,2) y c=(l,2, -3) 

6. Demostrar las siguientes propiedades del producto vectorial: 

a) (axF, ?) = (?, Fxc) = (fe,cx <f) 

b) ax(b xc) = (a, Z)b — (a, b )E 


CAPITULO 4 


LOS NUMEROS COMPLEJOS 


4.1. Los numeros complejos y sus propiedades 

4.2. Formas trigonometrica y polar de un numero complejo 

4.3. Raices de numeros complejos 

4.4. Resolucion de ecuaciones algebraicas 

4.5. Ejercicios de algebra lineal con numeros complejos 


Las sucesivas ampliaciones de los sistemas de numeros se han realizado para 
acomodar resultados sorprendentes en los sistemas de numeros conocidos. Estos 
resultados sorprendentes provienen, en la mayor parte de los casos, de la 
resolucion de ecuaciones algebraicas. 

P°r ejemplo, la ecuacion x + 7 = 5, en la que solamente aparecen numeros 
naturales, no posee ningun numero natural como solucion; su solucion es el 
mimero negativo —2. Los mimeros naturales, junto con los mimeros nega- 
tivos, forman el sistema de los mimeros enteros. Este sistema de mimeros es 
insuficiente para resolver todas las ecuaciones algebraicas; la ecuacion 3x = 5 no 
posee como solucion ningiin mimero entero; su solucion es el mimero fracciona- 
rio 5/3. Los mimeros enteros, junto con los mimeros fraccionarios, forman el 
conjunto de los mimeros racionales. Estos mimeros resultan insuficientes para 
resolver ecuaciones cuadraticas; por ejemplo, la ecuacion x 2 = 2 no tiene un 
mimero racional como solucion; sus soluciones son los niimeros irracionales yj 2 

y — \fj2- Los mimeros racionales, junto con los irracionales, forman el sistema de 
los mimeros reales. 

En todos estos sistemas de mimeros estan definidas las operaciones de suma, 
multiplicacion, resta y division, que generalizan las operaciones con mimeros 
naturales. 

Los mimeros reales no son, sin embargo, suficientes para acoger en su seno 
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las soluciones de toda ecuacion cuadratica. La ecuacion x 2 = — 1 carece de toda 
solucion real, ya que el cuadrado de un numero real es siempre un numero 
positivo. Nos vemos.en la necesidad de ampliar el concepto de niimero para 
incluir aquellos que permitan resolver esta ecuacion. La idea mas sencilla, y a la 
vez genial, es definir un «nuevo» mimero, Z, de manera que satisfaga la relacion 
fundamental i 2 = — 1. E1 nuevo sistema de niimeros que se obtiene anadiendo 
este y sus combinaciones a los mimeros reales recibe el nombre de sistema de 
numeros complejos. Las operaciones que con ellos se realicen deben ser una 
generalizacion de las correspondientes operaciones con niimeros reales. Este 
capitulo esta dedicado al estudio de los mimeros complejos. 


4.1. LOS NUMEROS COMPLEJOS Y SUS PROPIEDADES 
Un mimero complejo es toda expresion de la forma 

z = a + bi 

donde a y b son mimeros reales e i es un niimero que satisface i 2 = — 1. E1 mimero real 
a recibe el nombre de parte real del niimero complejo z, y se representa mediante 
real(z), y el niimero real b recibe el nombre de parte imaginaria de z y se representa 
mediante img(z). 

La suma de dos mimeros complejos es otro niimero complejo, que tiene como parte 
real la suma de las partes reales de cada uno de ellos, y como parte imaginaria la suma 
de las partes imaginarias de cada uno de ellos; asi pues, si 

z = a + bi, z' = c + di 

se tiene que 

z + z' = (a + c) + (b + d)i. 

E1 producto de dos niimeros complejos es otro niimero complejo que se obtiene 
multiplicando los mimeros complejos como si fueran polinomios en la variable i y 
sustituyendo i 2 por — 1 siempre que aparezca. Tenemos, entonces, que 

z-z' = (a + bi)(c + di) = ac + adi + bci + bdi 2 = (ac — bd) + (ad + bc)i. 

Ejemplo A. Queremos calcular [(3 + 2i) 3 + ( 1 — i)] 2 ; podemos utilizar el binomio 
de Newton para calcular el cubo de (3 + 2i) y obtenemos 


(3 + 2i) 3 = 3 3 + 3- 3 2 -2i + 3- 3- (2i) 2 + (2i) 3 = 27 + 54r — 36 — 8i = — 9 + 46i. 


Capitulo 4 Los numeros complejos 


197 


Por tanto: 

[(3 + 2i) 3 + (1 — j')] 2 = [( — 9 + 46i) + (l — [j] 2 = ( _ 8 + 45i) 2 = ( — 8) 2 — 45 2 + 

+ 2 • ( — 8) • 45i = — 1.961 — 720i. 

Ejemplo B. Puesto que i 2 = - 1, tenemos que i* = (- l) 2 = 1; por tanto, si n es un 
niimero natural que al dividirlo entre 4 da de resto r, 0^r<4, es decir, n = 4l + r, don- 
de / es un mimero natural, se tiene que 


Asi, por ejemplo, / 431 =/ 3 , ya que 431 =4 x 107 + 3; puesto que i 3 = i 2 -/= -i, se tiene 


que i 431 = — /. 


E1 cociente entre dos mimeros complejos, de los cuales el divisor es no nulo, es otro 
mimero complejo; si deseamos hallar el cociente entre los mimeros complejos z = a + bi 
y z' = c + d//0, escribimos 


z a + bi 


z' c + di 


- = x + iy. 


E1 mimero complejo x + iy es el cociente entre z y z' si se cumple que 

(c + di)(x + iy) = a + bi. 

Utilizando la definicion de multiplicacion de mimeros complejos e igualando las partes 
reales e imaginarias se tiene que 

cx — dy = a) 
dx + cy = b) 

Es facil obtener las soluciones de este sistema: 


ca + db cb — ad 

c 2 + d 2 ’ y c 2 + d 2 

(Observar que la solucion es unica, ya que c 2 + d 2 #0 por ser z'/O.) Por tanto: 


a + bi ca + db +b — ad 
c + di c 2 + d 2+ c 2 + d 2 


La formula para calcular el cociente de dos mimeros complejos no es muy dificil de 
recordar; sin embargo, es mucho mas facil calcular el cociente de dos mimeros 
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complejos utilizando la nocion de conjugado. Se denomina conjugado del niimero 
complejo z' = c + di al numero complejo 

z' = c — di 

que posee la misma parte real que z', pero su parte imaginaria se ha cambiado de signo. 
A1 multiplicar un numero complejo z' = c + di por su conjugado se tiene 

z'-z' =(c + di)(c — di) = c 2 + d 2 

que coincide con el denominador de las partes real e imaginaria del cociente entre z 
y z'. Esto sugiere que para calcular el cociente entre dos numeros complejos hasta 
multiplicar el numerador y el denominador por el conjugado del denominador. En 
efecto, este calculo proporciona el resultado adecuado, ya que 

a + bi a + bi c-di (ac + bd) + i(bc — ad) ac + bd bc — ad 
c + di c + di c — di c 2 + d 2 c 2 +d 2 c 2 +d 2 

Ejemplo C. Queremos expresar el numero complejo 

( 1 - 0(1 + 20 

1 +i 

en la forma a + bi; el numerador da como resultado 

(1 — i)( 1 +2i)= 1 +2i—i — 2i 2 = 1 + 2 + i = 3 + i. 

Multiplicando numerador y denominador por 1— i se tiene 

(1-0(1+20 3 + i l-i_3-3i + i-i 2 _4-2i_ 2 . 

1+i 1+il — i 2 2 

* * * 

La suma de numeros complejos cumple las siguientes propiedades, que son 
semejantes a las propiedades de la suma de numeros reales: 

(51) Asociativa: 

(a + bi) + [(c + di) + (e +/i)] = [(a + bi) + (c + di)] + (e +fi) 

(52) Conmutativa: 

(a + bi) + (c + di) = (c + di) + (a + bi) 
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(53) Existencia de elemento neutro: el numero complejo 0 = 0 + 0i satisface 

(a + bi) + 0 = 0 + (a + bi) = a + bi 

(54) Existencia de elemento opuesto: el opuesto de a + bi es —a — bi. 

La multiplicacion de numeros complejos tiene propiedades analogas a las de la 
suma; son las siguientes: 

(Ml) Asociativa: 

(a + bi)l(c + di)(e +fi) ] = [(a + bi)(c + di)](e +fi) 

(M2) Conmutativa: 

(a + bi)(c + di) =( c + di)(a + bi) 

(M3) Existencia de elemento unidad: el numero complejo 1 = 1 +0i satisface 

(a + £>i)l = 1 (a + bi) = a + bi 

(M4) Existe el inverso de todo numero complejo distinto de cero: el inverso de un 
mimero complejo z = a + bi, no nulo, es otro mimero complejo x + yi tal que 

(a + bi)(x + yi) = 1. 

Por tanto, 

1 a — bi a ( — b) 

x + yi = — — = — — — + i— — — 

a + bi a 2 + b 2 a 2 + b 2 a 2 + b 2 

de acuerdo con los resultados anteriores sobre el cociente de dos numeros 
complejos. 

Finalmente, la suma y la multiplicacion de mimeros complejos estan relacionadas 
mediante la siguiente propiedad: 

(Dl) Distributiva: 

(a + bi)[(c + di) + (e+f i)] = (a + bi)(c + di) + (a + bi)(e +fi). 

E1 lector no tendra gran dificultad en comprobar las propiedades anteriormente 
expuestas. Cuando un sistema de mimeros con operaciones enel definidas satisface las 
propiedades anteriores recibe el nombre de cuerpo. Podemos hablar, entonces, del 
cuerpo de los mimeros complejos o del cuerpo de los mimeros reales. 


* * * 
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La validez de las operaciones con numeros complejos era cuestionada por varios 
matematicos anteriores al siglo XIX. E1 nombre de «imaginarios» que aun se da a los 
numeros complejos cuya parte real es nula es un vestigio de este escepticismo. Sin 
embargo, a comienzos del siglo XIX una sencilla interpretacion geometpica de las 
operaciones con numeros complejos hizo desaparecer estas sospechas. Esta inter- 
pretacion geometrica fue encontrada simultaneamente por Wessel (1745-1818), Argand 
(1768-1822) y Gauss (1777-1855). 

Esta interpretacion geometrica consiste en colocar la parte real de un mimero 
complejo en un eje y su parte imaginaria en otro eje perpendicular al primero. E1 
primero de estos ejes se denomina eje real y el segundo eje imaginario. De esta forma 
todo numeros complejo queda representado en un plano mediante un vector, como 
puede apreciarse en la figura 1. 



Figura 1 


La suma de dos numeros complejos es un numero complejo cuya representacion 
grafica coincide con la diagonal del paralelogramo que se obtiene con los dos vectores 
dados (vease figura 2). 



Para poder interpretar geometricamente la multiplicacion de numeros complejos es 
necesario recurrir a una nueva forma de escribirlos. Esto se hara en la proxima seccion. 


EJERCICIOS 4.1 
1. Calcular: 


a) [(2 — 3i) 3 — i] 2 


a) 


*» G-fr 


c) [(2 + i)(2 — i)] 2 


2. Expresar los siguientes numeros complejos en la forma a + bi: 


1 -i 


b) 


( 3 - 0(2 + 0 


c) 


(2 — 0 2 


1 + i ■' 3 + i (3 — 0 2 

3. Encontrar las partes reales e imaginarias de 


z 


2 


1 


y 


Z+ 1 
z — 1 


donde z = a + bi. 

4 . Encontrar dos numeros complejos tales que su cuadrado sea 8 — 6i. 

5. Demostrar las siguientes igualdades: 

a) z^+z 2 =z x +z 2 y b) z^z^z^z^ 

donde z x y z 2 son dos numeros complejos cualesquiera. 


4.2. FORMAS TRIGONOMETRICA Y POLAR DE UN NUMERO COMPLEJO 

Se denomina mddulo de un numero complejo z = a + bi a la longitud del vector que 
le representa, y se escribe de la forma |z|. Utilizando el teorema de Pitagoras se 
tiene que 


r = |z| = vV + b 2 


Todo numero complejo posee un modulo positivo, excepto el numero complejo z = 0, 
que posee modulo nulo. 

E1 angulo que forma la direccion positiva del eje real con el vector que representa 
al numero complejo z se denomina argumento de z y se representa mediante 


Figura 2 


a = arg(z). 
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E1 argumento de un numero complejo z no esta determinado univocamente, sino 
que puede variar en un multiplo de 360° = 2n radianes. En cualquier caso, la 
trigonometria elemental nos permite obtener: f 

b 

tga=- 

a 

siempre que a sea no nulo. 

En el triangulo de la figura 1 puede observarse que 


y, por tanto: 


a = r cos a y b = r sen a 


z = r[cosa + /sena]. 


que recibe el nombre de forma trigonometrica del numero complejo z. 


Modulo 


z = a + bi 



Argumento 


Figura 1 

Ejemplo A. Queremos escribir el numero complejo z= — 2 + 2i en forma trigono- 

metrica; su modulo es r = ^J 4 + 4 = 2^/2 y su argumento a satisface tga= — -= — 1; 

por tanto, como el numero complejo esta en el segundo cuadrante, se tiene a = 135°. 
Asi pues, 

-2 + 2 i = 2^/2 [cos 1 35° + i sen 1 35°]. 

E1 lector puede tambien comprobar que 


- 2 i = 2[cos 270° + i sen 270°] 


obteniendose asi la forma trigonometrica del ntimero complejo z = — 2 i. 
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Figura 2 

* * * 

Dados los niimeros complejos z t = r(cos a + i sen a) y z 2 = s(cos /? + i sen f) en su 
forma trigonometrica el resultado de multiplicarlos produce 

Z] • z 2 = rs[(cos a cos f — sen a sen /3) + ;(cos a sen /? + sen a cos /?)]. 

Utilizando las formulas trigonometricas para el coseno y el seno de una suma de 
angulos se tiene que 

Zi • z 2 = rs[cos (a + f) + i sen (a + j9)] 

De aqui se deduce que el modulo de un producto de niimeros complejos es el 
producto de los modulos de cada uno de ellos y que su argumento es la suma de los 
argumentos de cada uno de ellos. Esta afirmacion tiene una representacion geometrica 
sencilla que puede observarse en la figura 3. 



Figura 3 
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Para interpretar geometricamente el cociente zjz 2 , donde z 2 es nulo, calculamos 
primero el inverso de z 2 . Puesto que 


z 2 = s(cos /? + i sen /?) 


se tiene que 


1 1 s(cos B — i sen B) 1 

—=-7 x— 77 = 2 =-[cos(—/?)+isen (—/?)]. 

z 2 s(cos /? + 1 sen /?) s s 


Por tanto, 


1 r 

z t - — = - [cos (a — /?) + i sen (a — /?)] 
z 2 s 


De aqui se deduce que el modulo de un cociente de numeros complejos es el cociente 
de los modulos de cada uno de ellos y que su argumento se obtiene restando del 
argumento del dividendo el argumento del divisor. 

Hemos probado que el modulo del producto de dos numeros complejos es el 
producto de los modulos de cada uno de ellos. E1 modulo de la suma es, sin embargo, 
menor o igual que la suma de los modulos de cada uno de ellos, es decir: 

IZ1+Z2I ^ IZ1I + IZ2I 

dandose la igualdad unicamente en algunos casos particulares. La desigualdad anterior 
es una inmediata consecuencia de aplicar la desigualdad triangular al triangulo OAB 
(vease seccion 3 del capitulo 3). 



Figura 4 

Particularmente interesantes son algunos resultados que se obtienen utilizando el 
conjugado de un numero complejo z = a + bi. Se tiene que 

z + z = (a + bi) + (a — bi) = 2a = 2 real (z) 
z — z = (a + bi)—{a — bi) = 2ib = 2i img (z) 


z-z = (a + bi)(a — bi) = a 2 + b 2 = |z[ 


* * * 
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Finalizamos esta seccion dando una nueva forma de escribir un numero complejo. 
En cualquier libro de analisis matematico puede encontrarse la formula 


2 ^ 


e x =\+x+—+~ +"•+ — +"•, xel 
2! 3! nl 


lo cual es una aplicacion de la formula de Taylor para funciones de una variable. De la 
misma manera puede demostrarse que 


x 2 x 4 x 6 


cosx = 1 1 1 h( — 1)" F ■ 

2! 4! 6! ; (2n)! 


senx = x 1 h(— 1)" h ■ 

3! 5! v ’ (2n + 1)! 


Por tanto: 


r[cos a + i sen 


|7 a 2 a 4 a 6 

a] = r 1 1 

V 2! 4! 6! 


\ f a 3 a 5 a 7 

+ ■■• +i a h h • 

/ \ 3! 5! 7! 


(ia) 2 (ia) 3 (ia) 4 (ia) 5 

,+te+ ^r + ir + 7r + ir + - 


La similitud de esta ultima expresion entre corchetes, con la formula para e x 
anteriormente dada, nos lleva a dar la siguiente definicion: 

re ,x = r[cos a + i sen a], 

que recibe el nombre de formula de Euler. 

La expresion re m se denomina forma polar de un numero complejo; en ella esta 
contenida toda la informacion necesaria para que el numero complejo quede determi- 
nado: estan dados su modulo y su argumento. 


EJERCICIOS 4.2 


1. Calcular su modulo, su argumento y expresar los siguientes numeros complejos en 
sus formas trigonometrica y polar: 


1 >/3- 73 1. 7 r 

1 + i, 1, 1, — 2 — 2 1 


2 2 


2 2 


2. Calcular e m , e 2m , e y e 


r 
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4. Hallar el modulo y el argumento de los siguientes numeros complejos, sin realizar 
las operaciones: 

1 "t* ■. /3 i 

(1+ 0(1-0, i 431 (3 — 3i) 

1 -yfii 

5. Si Zj y z 2 son dos numeros complejos, demostrar que: 

a ) \zi\-\z 2 \ ^ \zi+z 2 \ 

b) Ikil-lzzll ^ |zi-z 2 l 

6. Probar, sin efectuar calculos, que si u — bi es no nulo, a + bi/a—bi tiene siempre 
modulo 1. 

7. Demostrar que 

e ix + e~ itl e ia -e~ ia 

cosa — y sena= 

2 2 i 

utilizando la formula de Euler. 


4.3. RAICES DE NUMEROS COMPLEJOS 

Tra:emos ahora de encontrar la raiz n-esima de un numero complejo; este proble- 
ma tiene una solucion sencilla si el numero complejo esta escrito en forma trigonome- 
trica. 

Observemos, primero, que si deseamos calcular la potencia n-esima del numero 
complejo 

z = r[cos a + i sen a] 

se tiene que 

z" = r"[cos na + i sen na] . 

Esta formula, que recibe el nombre de fdrmula de De Moivre (matematico ingles, 1667- 
1754), se deduce del hecho de que al multiplicar dos numeros complejos, el modulo es el 
producto de cada uno de sus modulos y su argumento es la suma de cada uno de sus 
argumentos. Este resultado fue demostrado en la seccion anterior. 

Demostraremos a continuacion que todo numero complejo posee n raices n-esimas 
que son tambien numeros complejos. Dado el numero complejo 


a> = s[cos)? + isenjS] 
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una raiz n-esima de 0 es cualquier numero complejo z que satisface z" = oj. Para 
encontrar z escribimos 

z = r[cos a + i sen a] 

e imponemos la condicion de que su potencia n-esima sea a>; utilizando la formula de 
De Moivre se deduce que 

r"[cos na + i sen na] = s[cos [I + i sen /i]. 

Igualando los modulos y los argumentos de estos dos numeros complejos se tiene que 


m = fi + 2kn, k = 0, ±1, +2, +••• 

en donde se ha tenido en cuenta que dos numeros complejos iguales poseen argumen- 
tos que difieren en un multiplo entero de 360° = 2 n radianes. 

Puesto que r y s son mimeros reales positivos se tiene que 


donde jys denota la unica raiz real positiva del numero real positivo s. Ademas, 


P 2kn 

<x = — I , k = 0, +1, +2, ... 

n n 


Por tanto, los numeros complejos 

(f 2 kn\ 

0) k ~ V s cos — 3 + * sen 

\n n I 


f 2kn\ 

— H I , k = 0, + 1, +2,... 

n n J 


son raices n-esimas de o. 

En la coleccion infinita de numeros complejos {a>*} hay una cantidad infinita de 
ellos que se repiten. Observar, por ejemplo, que si k = qn + r, k^n, O^r^n-1, se 
tiene que 


( fi 2kn\ (fi 2rn\ ( fi 2rn 

cos - -I = cos — I- 2qn -\ = cos — I 

\nn \n n \n n 


y, analogamente, 


(fS 2kn\ (fS „ 2 rn\ (fi 2rn 

sen - + =sen - + 2qn-\ =sen — + — 

\nn \n n \n n 


^ £ 

•// 

^ t ' ' ■ > \rr 

xr r/ ^ + 

A ^ 

is.W 

#’// 
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Por tanto, co k = to r . De manera similar puede demostrarse que si k es un entero 
negativo, a> k coincide con algun tu r , con O^riSn — 1. Ademas, todos los co„ con 
re{0, 1, 2, ..., n — 1 } son distintos, como puede comprobarse facilmente. Asi pues, co 
posee n-raices complejas que escritas en forma polar son 


a> k 



k = 0, 1, 2, 


n— 1 


EjEMPLO A. Queremos calcular las raices cubicas del niimero complejo 8 i; puesto 


I"" n n~\ 

8i = 8 cos- + isen- las tres raices cubicas de i son: 
2 2 _ 

f n 7r~| Tx/ 2 1 

u 0 = 2 cos — + isen- =2 — — hi- 
6 6 2 2 




Ejemplo B. Calculamos a continuacion las raices quintas del niimero complejo z 
= — 1 — i; puesto que 
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se tiene que las raices pedidas son: 


n 47t 


n 47r 


<»0 = ^2 cosj+iseny =*/2 -^ + i-L= 

L 4 4 J Lv^ v/2j 

1=^2 cos (j + y) +!+en (^ + y) =1 ^l co 
co 2 = ^l cos (^ + y) + /sen (^ + y) =ff2f 

tu 3 = ^2 cos^ + ~^ + isen(^+y^ = f/2[< 
704 = ^2 cos^ + yj + isen^ + y^ ={/2[c 


tu 2 = cos - + — ) + i sen ( - + 


cos 1 17° + isen 117°] 


cos 189° + isen 189°] 


cos261° + isen261°] 


cos333° + isen333°] 


De la formula para calcular las raices n-esimas de un mimero complejo se deduce 
que todas ellas tienen el mismo modulo, a saber, fr, y sus argumentos difieren en 2n/n 
radianes; por tanto, los extremos de estas raices son los vertices de un poligono regular 
de n lados inscrito en una circunferencia de radio 2/fr. Este comportamiento puede 
observarse en los ejemplos anteriores. 

Un caso particular interesante es calcular las races n-esimas de 1, las cuales se 
denominan raices n-esimas de la unidad. Puesto que 1 es un mimero complejo que tiene 
modulo 1, de la observacion anterior se deduce que los extremos de las raices n-esimas 
de la unidad son los vertices de un poligono regular de n lados inscrito en una 
circunferencia de radio 1. 

Claramente, una raiz n-esima de la unidad es 1; el resto pueden calcularse con la 
formula anterior. Por ejemplo, las raices cuartas de la unidad son: 


w 0 = 1 [cos 0° + i sen 0°] = 1 

f 271 2 71 

07, = 1 cos l-isen — =i 

f 4 4 

, f 47T 4711 

07 2 = 1 cos (- i sen — 1= — 1 


f 671 6n 

07 3 = 1 cos h i sen — 





* * * 
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EJERCICIOS 4.3 

1. Calcular los diferentes valores de 

s/l ~i, v^-8, ^7, 

2. Calcular las raices sextas de la unidad. 

3. Calcular las raices cubicas de la unidad. Sean estas cu 0 = 1, y <y 2 ; demostrar que 
co^ y <y 2 satisfacen la ecuacion x 2 + x+l = 0 y ambas son conjugadas. 


4.4. RESOLUCION DE ECUACIONES ALGEBRAICAS 

Una ecuacion algebraica es una ecuacion de la forma 

a„x" + a„_ 1 x"~ 1 + --+a 1 x + a o = 0 (1) 

donde los son mimeros complejos; en particular, si los a y son mimeros reales la 
ecuacion anterior se dice que es una ecuacion con coeficientes reales. 

Se denomina solucion de la ecuacion algebraica (1) a cualquier niimero complejo z 
tal que al sustituir x por z en la parte izquierda de la ecuacion y realizar las 
operaciones indicadas se obtiene 0 como resultado. 

Inicialmente podria pensarse que toda ecuacion algebraica con coeficientes reales 
posee soluciones reales. Nada mas lejos de la verdad, puesto que ya sabemos que la 
ecuacion x 2 +l=0 no posee soluciones reales. Sin embargo, posee las soluciones 
complejas i y — i. Esto nos lleva a pensar que toda ecuacion algebraica posee 
soluciones complejas. Este resultado se conoce con el nombre de teorema fundamental 
del algebra, y se enuncia asi: 

Toda ecuacion algebraica de la forma (1 ) posee una solucidn compleja. 

La primera demostracion correcta de este teorema es debida a C. F. Gauss; la 
demostracion mas sencilla requiere conocimientos relativos a funciones de variable 
compleja y se incluye en cualquier curso dedicado a este tema. 

Si z : es una solucion de (1), existen numeros complejos b 0 , b u ..., b„_ t tal que 

a„x n + a„- 1 x"~ 1 + ■■■ + a 1 x + a 0 = (b„_ 1 x n ~ 1 + ■■■ + b l x + b 0 )(x-z 1 ). 

Para demostrar este resultado multiplicamos los polinomios de la parte derecha de 
esta igualdad e igualamos sus coeficientes con los del polinomio de la parte izquierda. 
Por este procedimiento se obtienen las siguientes igualdades: 

®n = bn-l', a n- 1 = b„- 2~~ a n - 2 = b n - 3 — z l^n - 2 ! — > a l = ^0 — Z l^li a 0 =— z 1^0- 


La pnmera igualdad nos permite encontrar b^.f^aj; conocido b„_, podemos 
encontrar i„_ 2 de la segunda igualdad, ya que h„_ 2 = a„_ i +z 1 b n _ 1 =a„_j + Zl a„; 
conocido b„_ 2 podemos encontrar b„_ 3 de la tercera igualdad, ya que 

fc n -3=« n -2+ z l^ n -2 = « n -2+ z l(fl n -l +Zl a n) 

Este proceso continua hasta que se ha calculado b 0 de la penultima igualdad: 

bo = a i + z i^i =a i +^ 1(^2 + z ib 2 ) + ••• = a i +a 2 Zi +a 3 zj -\ ha„z"~ l . 

Esta igualdad coincide con a 0 = — Zl fc 0 , ya que Zl es solucion de la ecuacion (1). Este 
procedimiento para calcular el polinomio b„_ 1 x n + 1 + + li 1 x + l) 0 se conoce con el 

nombre de regla de Ruffini y puede esquematizarse como sigue: 

a n a n- 1 a n- 2 a l a 0 

z i) z i fl n z ib„- 2 Zl^! z x b 0 

°n b„_ 2 bf 3 ~ b 0 | 0 . 

Utilizando de nuevo el teorema fundamental del algebra para la ecuacion b„_ ^x"^ 1 
+ -- + fc 1 x + h o = 0 se obtiene otra solucion compleja z 2 de (1). Repitiendo este proceso 
n veces podemos escribir 

a n x" + a n _ ix" 'h h «iX + a 0 =a„ • (x — Zl )(x — z 2 )---(x — z„). 

Algunas de las soluciones Zj pueden repetirse, con lo cual podemos escribir 

a„x" + a„ _ ^ H h ajX + ap^a^ • (x- Zl ) c ‘(x- Z2 ) C2 ---(x-z t ) c ‘. 

EI numero Cj se denomina multiplicidad de la raiz Zj,j= 1, 2, ..., k. Tenemos, por tanto, 
el siguiente resultado: 

Toda ecuacion algebraica de laforma (1) posee n soluciones complejas, donde cada 
solucion esta contada el mimero de veces que indica su multiplicidad. 

Encontrar las n soluciones de una ecuacion algebraica es un problema imposible de 
resolver en general. Sin embargo, en algunos casos particulares, que aparecen con 
mucha frecuencia, es posible encontrar las soluciones. 

Si la ecuacion algebraica (1) es de grado 2 y con coeficientes reales, es decir, de la 
forma 

a 2 x 2 + a 1 x + a o = 0, a 0 , a u a 2 e R 

la conocida formula 

— a i i \/7f ^-dcfao 
2 a, 


nos permite obtener sus soluciones. 
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Si la ecuacion algebraica es de grado 3 6 4 y con coeficientes reales, tambien existen 
formulas para calcular sus soluciones; estas formulas resultan bastante complicadas. E1 
lector interesado puede encontrarlas en el libro de A. G. Kurosch, Curso de algebra 
superior (Editorial Mir, 1977). 

Ecuaciones algebraicas de la forma 

x" — a = 0 


donde a es un numero complejo se han resuelto en la seccion anterior, ya que 
simplemente se trata de calcular las raices n-esimas del numero complejo a. 

Otros casos particulares pueden verse en los ejercicios al final de esta seccion. 
Para finalizar es conveniente exponer un metodo para encontrar las soluciones 
racionales, en particular las enteras, de una ecuacion algebraica con coeficientes 
enteros, si es que esta posee algunas soluciones del mencionado tipo. 

Supongamos que la ecuacion algebraica con coeficientes enteros 

a„x n + a n - 1 x n ~ 1 - 1 + (1) 

posee una solucion racional de la forma z = M/N; siempre podemos suponer que M y 
N son primos entre si, ya que en caso contrario podemos eliminar los factores comunes 
en ambos. Sustituyendo z en la ecuacion se tiene: 


M" M” - 1 
a "j V " +a ” -1 N”" 1 " 


M 

3 t- a i — + a o = 0 


o bien 

a n M n + a„- ^M"- 1 N -\ \-a 1 MN n ~ 1 +a o N n = 0. (2) 

La igualdad (2) puede escribirse de la forma 

(a„M" -1 +a„- 1 M n ~ 2 N H 1 -a 1 N n ~ 1 )M= -a 0 N n 

Por tanto, M divide a a 0 N"; como M y N son primos entre si, deducimos que M ha de 
ser un divisor de a 0 . 

La igualdad (2) tambien puede escribirse de la forma 

N(a„- 1 M n - l + --+a 1 MN"- 2 +a 0 N n - 1 )=-a n M n . 

De aqui se deduce que N divide a a n M n ; como M y N son primos entre si, deducimos 
que N ha de ser un divisor de a n . 

Resumiendo, las soluciones racionales de la ecuacidn algebraica con coeficientes 
enteros ( 1 ) se encuentran entre aquellos numeros fraccionarios cuyo numerador es un 
divisor de a 0 y cuyo denominador es un divisor de a n . 


i 
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Ejemplo A. Para encontrar las soluciones de la ecuacion 

3x 3 — 14x 2 + 23x— 10 = 0 

intentamos averiguar si posee soluciones racionales. Los divisores de a 0 = — 10 son 

1, -1, 2, -2, 5, -5, 10 y -10 
Los divisores de a 3 = 3 son 

1, -1, 3, -3. 

Las posibles soluciones racionales de la ecuacion son 
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Ejemplo B. Queremos encontrar las soluciones de 1« ecuacion 

x 4 — x 3 — x 2 — x — 2=0. 

Si posee soluciones racionales, deben ser numeros enteros puesto que el denomina- 
dor ha de ser ± 1 (observar que el coeficiente de x 4 es 1). Estas posibles soluciones son 
los divisores de — 2, es decir: 

1, -1, 2 y -2 

Despues de algunos intentos se concluye que x= — 1 y x = 2 son soluciones de la 
ecuacion dada; en efecto: 

(— !)■* — (— I) 3 — ( — i) 2 — (— i) — 2 = 1 + 1 — 1-4- 1 — 2=0. 
y 

2 4 — 2 3 — 2 2 — 2 — 2 = 16 — 8 — 4 — 2 — 2 = 0 

Una vez dividido el polinomio x 4 — x 3 — x 2 — x — 2 entre (x±l) y (x — 2) se tiene como 
divisor al polinomio x 2 ±l. Las soluciones de x 2 ±l=0 son i y — i. Por tanto, las 
soluciones de la ecuacion dada son 

Zj= -1, z 2 = 2, z 3 = i y z 4 =-i 

EJERCICIOS 4.4 

1. Resolver las siguientes ecuaciones algebraicas: 

a) x 4 — 10x 3 ± 35x 2 — 50x ± 24 = 0. [ Sol. : 1, 2, 3, 4.] 

i Ji' i Ji . ' 

b) x 4 ±x 3 — x — 1 =0. [Soi.: — 1, 1, _ 2 + 2 _ 2 — 

3±J3i 

c) x 3 — x 2 — 3x ±6 = 0. [So/.: —2, — .] 

3 1 

d) 4x 3 — 4x 2 — 5x±3=0. [So/.: — , — , —1.] 

e) x 4 ±7x 2 — 144 = 0. [ Sugerencia : hacer x 2 = t.] [So/.: 3, —3, 4i, — 4i.] 

2. Demostrar la igualdad (x 4 ±x 3 ±x 2 ±x±l)(x-l) = x 5 -l. Utilizar este resultado 
para encontrar las soluciones de la ecuacion x 4 ±x 3 ±x 2 ±x± 1 =0. 

3. Demostrar que si z es una solucion compleja de una ecuacion algebraica con 
coeficientes reales, z es tambien solucion de la misma ecuacion. 

4. Encontrar las raices de la ecuacion x 2 ±2x±l— 2i = 0 completando cuadrados. 
cContradice el resultado de este problema lo demostrado en el problema anterior? 
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4.5. EJERCICIOS DE ALGEBRA LINEAL CON NUMEROS COMPLEJOS 


Todos los conceptos introducidos en los capitulos 1 y 2, asi como los resultados alli 
obtenidos, pueden ser generalizados a los numeros complejos. Por recordar algunos 
citaremos el metodo de Gauss para la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales, el 
concepto de dependencia e independencia lineal de vectores, el determinante de una 
matriz y la regla de Cramer. 

En esta seccion proponemos ejercicios relativos a estos conceptos y resultados, en 
los cuales se utilizan numeros complejos. Estos ejercicios sirven, ademas, de repaso de 
los capitulos 1 y 2. 

En los ejercicios que siguen C denota el conjunto de los numeros complejos. De 
acuerdo con esta notacion, C" es el conjunto de todos los elementos de la forma 
(z i, z 2 , .... z„), donde cada z, eC. 

1. Utilizar el metodo de eliminacion de Gauss para resolven, si es posible, los 
siguientes sistemas de ecuaciones lineales con coelicientes complejos: 

a) Xi-x^/xj^n b) x, — /x 2 = 2 ) c) Xj — x 2 = 1 1 

/x 2 — x 3 = /J x 2 ±/x 3 = 1±2// /x 2 ±x 2 = 0, 

Xi±X 2 = /±/ ) X! +(1 — i)x 2 = / ) 

2. Determinar si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente dependientes o 
independientes y en caso de que sean linealmente dependientes encontrar una combi- 
nacion lineal entre ellos: 

a) {(1, /), (-/, 1)} b) {(2, /, 1 ± /), (/, - 1, -2/)} 
c) {(1, 1 ±/, 0, 1 -/), (0, 1, i, 1 ± /), (1, 1, 1, 2-2/)} 

3. Escribir las matrices de las siguientes aplicaciones lineales: 

a) f: C 3 i-+ C 2 tal que/(z 1( z 2 , z 3 ) = (/ Zl ±z 2 , z 2 ±/z 3 ) 

b) gr: C 3 1 >• C 3 tal que g(z u z 2 , z 3 ) = (/z 3 , /z 2 , ZzJ 

c) h:C 2 \->C ? tal que h(z u z 2 )=(Zi-iz 2 , z,±/z 2 ) 

4- Si f g y h son las aplicaciones del ejercicio 3, calcular: 
a) h °f b) g°h c) g ~ 1 d) g~ x °h 

5. Calcular los siguientes determinantes: 


z 

1 

0 

e 2 ' e 3 ' 


1 ± / / 

2/ 

1 

— i 

1 

b) 

1 e‘ 

c) 

0 1 

0 

0 

1 

i 

1 1-/ 

1 


i 

1 

0 

0 

0 

i 

1 

/ 

1 

0 

0 

i 

0 

1 

/ 

1 

0 

e) i 

0 

0 

1 

/ 

1 


0 

0 

0 

1 

/ 

i 
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6. Hallar las inversas de las siguientes matrices, calculando primero la matriz de los 
cofactores: 


a) 




c) 1 1 i - 1 

0 1 i 

\0 0 1 


7. Utilizar la regla de Cramer para resolver los siguientes sistemas de ecuaciones 
lineales con coeficientes complejos: 

a) Xj+ijjcj^O b) Xj+x 2 = 2 
-X!+x 3 =-l x!-x 2 = 2i 

x 2 — ix 3 = i 


8. Encontrar el rango de las siguientes matrices: 


a) 1 1 

i 

2/ \ 

b) 

I 2i 

1 + i \ 

c) 

2 

— 2i 

0 


1 

0 


\o 

1 + i 

1 + i i 


( — 3 2 — i / 




9. Encontrar el rango de la matriz 



para los distintos valores del numero complejo z. 

10 . Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad de los siguientes sistemas y 
resolverlos en el caso de que sean compatibles: 


a) Xj — ix 2 + x 3 = / 

b) -Xj +* 2 + x 3 =0 

c) x, — ix 2 =0j 

x 2 — ix 3 = 2 

2x 2 — 3x 3 = 5i 

*1+*3 = 1 

ix, +2x 2 = 1 

Xj +/x 2 = — 1 

x 2 — ix 3 =2 1 





ESPACIOS VECTORIALES 


5.1. Definicion de espacio vectorial. Ejemplos 

5.2. Base y dimension de un espacio vectorial 

5.3. Cambio de base 

5.4. Subespacios vectoriales. Interseccion y suma de subespacios vectoriales 

5.5. Variedades lineales. Espacio afin 


5.1. DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL. EJEMPLOS 

E1 conjunto de los numeros reales y el conjunto de los numeros complejos, con los 
cuales se ha trabajado en los capitulos anteriores, tienen propiedades similares. En 
ambos pueden definirse dos operaciones + y • que satisfacen ciertas propiedades; estas 
propiedades han sido enumeradas para los numeros complejos en la primera seccion 
del capitulo 4. Un conjunto en el que se han definido dos operaciones + y • que 
satisfacen las propiedades (Sl) a (S4) y (Ml) a (M4), enunciadas en el capitulo 4 para 
los numeros complejos, recibe el nombre de cuerpo. Observemos que todos los 
resultados obtenidos en los capitulos 1 y 2 son ciertos en cualquier cuerpo, con tal 
que el cuerpo posea infinitos elementos. 

Todos los resultados de los tres capitulos siguientes son ciertos en cuerpos similares 
a R, que denota el cuerpo de los numeros reales, y a €, que denota' el cuerpo de los 
numeros complejos. Sin embargo, nosotros trabajaremos fundamentalmente con IR y 
C, los cuales se denotaran por K. 

A1 estudiar el conjunto de todos los vectores en el espacio hemos definido la suma 
de vectores y la multiplicacion por un numero real y enunciado las propiedades que 
satisfacian (vease seccion 2 del capitulo 1). 

Otros conjuntos a los cuales se les puede dotar de una estructura similar a la del 
conjunto de todos los vectores en el espacio son los conjuntos formados por matrices. 
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Si denotamos por J/ mXn (K)sJ( mXn al conjunto de todas las matrices de m filas y n 
columnas con elementos en el cuerpo K, se ha demostrado en la seccion 3 del capitulo 
1, que satisface las mismas propiedades que los vectores, al menos cuando K es el 
cuerpo de los numeros reales. Iguales resultados se obtienen si IK coincide con C. 

En la misma seccion en que se estudiaron las propiedades de las matrices se 
definieron operaciones con aplicaciones lineales de IR m en IR" y se estudiaron sus 
propiedades. Estas son analogas a las propiedades de las matrices. Por tanto, el 
cortjunto L(U m , KT) de todas las aplicaciones lineales de [R m en K" tiene la misma 
estructura que los vectores en el espacio y las matrices. 

Cuando en varios conjuntos distintos aparecen estructuras similares es conveniente 
axiomatizar estas y dar un nombre al ente resultante. La principal ventaja que se 
obtiene es que estudiando esta estructura, quedan estudiadas todas las estructuras 
particulares que en ella se encuadran. Cuando en un conjunto se da una estructura 
similar a la de los ejemplos anteriores, se dice que se tiene un espacio vectorial. 

DEFINIClON (Espacio vectorial) — 

Un conjunto V, cuyos elementos se denotan mediante u, V, iv, ..., se dice que 
es un espacio vectorial sobre el cuerpo 1K, si en el se han defmido dos operacio- 
nes: la suma, +, de manera que a cada par de elementos u y tf de V se le hace 
corresponder el elemento u + tf de V, denominado suma de u y V, y la multiplica- 
cion por escalares, de manera que a todo elemento u de V y a todo elemento a de 
(K se le hace corresponder el elemento au de V, que satisfacen las siguientes 
propiedades: 

(51) (Conmutativa) n+tf=tf+tf para todo u,~vdeV 

(52) (Asociativa) tT + (Tf + w) = (tT + tf) + vv para todo u,v y w de V. 

(53) Existe un elemento de V, designado por 0 y denominado neutro, tal que 
u+T) = u para todo tf de V. 

(54) Para todo tf de V existe un elemento, designado por — tf y denomina- 
do opuesto de tf, tal que u +( — u) = 0. 

(Ml) 1 if = tf para todo tf de K donde 1 denota el elemento unidad de K. 
(M2) a(bu) = (ab)u para todo tf de V y todo a, b de IK. 

(M3) (a + b)u=au+bu para todo u de V y todo a, b de IK. 

(M4) a(u +v’) = au +aTl para todo tf, tf de K y todo a de IK. 

Notas. 1) Los elementos de un espacio vectorial reciben el nombre generico 
de vectores y en general se utiliza la notacion indicada en la definicion para 
denotarlos. Esto no es obstaculo para que en algunos casos particulares, por 
ejemplo, matrices o aplicaciones, se utilice la notacion propia de cada caso. 

2) Las propiedades de (Sl) a (S4) se refieren a la suma, las propiedades (Ml) 
y (M2) se refieren exclusivamente a la multiplicacion por escalares y las propie- 
dades (M3) y (M4) son las distributivas de una operacion con respecto a la otra. 

3) Si IK es IR se dice que V es un espacio vectorial real y si IK es C se dice que 
V es un espacio vectorial complejo. 
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4) De (S3), (S4) y la propiedad conmutativa se deduce que () + tf=(Iy(-tf) 

+ tf=C) 

Ejemplo A. 1) E1 conjunto de los vectores en el plano V 2 o el conjunto de los 
vectores en el espacio V 3 con las operaciones dadas en el capitulo 1 son espacios 
vectoriales reales. 

2) E1 conjunto Jt mXn (K)=J? mxn de todas las matrices de m filas y n columnas 
con elementos en IK es un espacio vectorial sobre el cuerpo IK. 

Ejemplo B. E1 conjunto 

IK" = {(*i, x 2 , ..., x n )/xjeK,j=\, 2, ..., n} 

con las operaciones 

(*i, x 2> — > x n)+(y i> y 2 i •••> j , n)=( x i +yi> x 2+y 2 , •••> x n +y n ) 

a ( x u x 2 x n ) = (ax l5 ax 2 , ..., ax n ) 

es un espacio vectorial sobre IK, como facilmente puede comprobarse. 

En particular, R" es un espacio vectorial real y C" es un espacio vectorial complejo. 

Ejemplo C. Sea IR 00 el conjunto de todas las sucesidnes de la forma («„)*=] 
= («i, « 2 > •••)> c on a ; -eR, con las operaciones 

(«X= i + (*>X= 1 =(«- + K) n = , y a(a„r = , = (aa£ = t . 

Se deja para el lector la comprobacion de que este conjunto es un espacio vectorial real 
con las operaciones que acabamos de definir. 

Ejemplo D. Sea P k [x] el conjunto de todos los polinomios en la variable x 
sobre el cuerpo IK, es decir, todos los elementos de la forma 

n 

p(x) = a 0 +a 1 x+---+a n _ 1 x n ~ 1 + a n x n = £ a } x j , a^K 

i= o 

En el definimos las siguientes operaciones: dados 

n m 

p( x )= Z a jX j y q(x)= Y bjX J 
j = 0 j=0 

con m ^ n su suma es 

n m 

p(x) + q(x)= V ( aj + bj)x J + X bjX J . 

3 = 0 j=n + 1 
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Dado aeK, definimos 


n 

ap(x)= X (aaj)x j . 
j = o 

Con estas operaciones PkM es un es P ac '° vectorial sobre K. 

Si denotamos por Pj5p[x] al conjunto de todos los polinomios en la variable x, de 
grado menor o igual que n, tenemos de nuevo un espacio vectorial, con las mismas 
operaciones que en P K [x]. 

Ejemplo E. Sea C([a, b]) el conjunto de todas las funciones continuas defmidas 
en el intervalo real [o, £>] con valores en R; con las operaciones 

(f + g){x) =f(x)+g(x) y (af)(x) = a(f(x)) 

puede comprobarse que C([o, b]) es un espacio vectorial. E1 elemento neutro de este 
espacio vectorial es la aplicacion nula. 

Ejemplo F. Sea L(U m , R") el conjunto de todas las aplicaciones lineales de R m en 
IR"; en la seccion 3 del capitulo 1 se han definido operaciones en este conjunto y se ha 
visto que satisfacen las propiedades requeridas para ser un espacio vectorial real. 

Ejemplo G. Ha llegado el momento de mostrar algunas estructuras que no 
satisfacen todos los axiomas de un espacio vectorial. Si denotamos por D al conjunto 
de todas las matrices cuadradas con determinante nulo y en el definimos las mismas 
operaciones que en M m xn , D no es un espacio vectorial; para ello basta observar que 




son matrices con determinante nulo, mientras que A + B tiene determinante 1. 

Tampoco el conjunto de todos los polinomios de grado exactamente n es un 
espacio vectoriai con las operaciones defmidas en F|k[x]. 

Ejemplo H. Un ejemplo muy importante es el conjunto S(A) de soluciones del 
sistema homogeneo 

Ax=(), AeJi mXn ( R) (I) 

donde x =(xj, x 2 , ..., xJetR". Ya sabemos que 0 es siempre solucion de (I) y de los 
resultados de la seccion 2 del capitulo 1 se deduce que si x e y son soluciones de (I) y 
aeU, x+y" y ax son soluciones de I. 

* * * 

Para terminar esta seccion daremos algunos resultados que se deducen inmediata- 
mente de las propiedades que definen un espacio vectorial. 
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Proposici6n 1 

E1 elemento neutro de un espacio vectorial es unico. 

Demostracion. Supongamos que (Jj y U 2 son dos elementos neutros de un espacio 
vectorial V; por ser un elemento neutro se tiene que 0 1 + 0 2 = 0 2 ; por ser 0 2 un 
elemento neutro se tiene que 0 2 + Oj = O^puesto que (J 2 + (^ = (^ + fi 2 debido a la 
propiedad conmutativa, deducimos que O 2 = 0!, mostrandose asi la unicidad del 
elemento neutro. B 

ProposiciOn 2 

E1 opuesto de cada elemento en un espacio vectorial es unico. 

Demostracidn. Supongamos que el elemento u posee dos opuestos Tq y F 2 ; de la 
definicion de opuesto se deduce que if + Iq^O. Sumando v 2 a ambos lados de esta 
ecuacion y utilizando las propiedades (Sl), (S2) y (S3) de espacio vectorial se tiene que 

T 2 +(m +X fi) = (f 2 +tT)+ tfj =0 + ^1=^ 

F 2 +(tf +if 1 )='tf 2 +^=ir 2 

De aqui deducimos que If ^ = If 2 . g 

Proposicion 3 

Para todo tf de un espacio vectorial V, 0 tf=0. 

Demostracion. Tenemos la siguiente cadena de igualdades debida a varios de los 
axiomas de la definicion de espacio vectorial 

if=l-tf = (0+l)tf = 0 if+l tf = 0- tf + tf 

Esto implica que 0 - tf es el neutro del espacio vectorial V, y por tanto, 0-if=(). ■ 

Proposici6n 4 

Para todo elemento u de un espacio vectorial V, (— l)if es su opuesto. 

Demostracion. Tenemos que 

if + ( — 1 )if =1 - if + ( — 1 )if = ( 1 +( — l))tf = 0if = (J 

en donde se ha utilizado (Ml), (M3) y la proposicion 3. Puesto que el inverso es unico, 
debido a la proposicion 2, queda probado el resultado. ■ 
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Proposici6n 5 

En todo espacio vectorial V, a- 0 = 0, donde aeK y 0 es el elemento neutro 
de V 


Demostracion. a - 0 = a(C) + (T) = <J • 0 +a (I; sumando el opuesto de a - 0 en ambos 
lados se tiene a-0 = 0, que era lo que queriamos demostrar. B 


5.2. BASE Y DIMENSION DE UN ESPACIO VECTORIAL 


Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo IK; un numero finito de vectores 
tr l5 ~v 2 , ..., v„ se dice que son linealmente dependientes si existen n elementos de IK, 
Oj, a 2 , ..., a„, no todos nulos, tal que 

OiTi + a 2 tT 2 + — I- a n V„ = 0 (*) 

Si los vectores Fj, V 2 , ..., tT„ no son linealmente dependientes, se dice que son 
linealmente independientes ; por tanto, los vectores v lt v 2 , ..., v n son linealmente 
independientes si cualquier igualdad como la que aparece en (*) implica que todos los 
elementos de IK, a t , a 2 , -, a„, son nulos. 

Si en la igualdad (*) a„ es no nulo, podemos escribir 


_ “2 — 

v„ = Vl Vl 

a„ a„ 


a._ i 


■ v „ - 


n - 1 


decimos entonces que ~v n es una combinacidn lineal de los vectores v ly v 2 , —, v n - 2 . En 
general, diremos que tT es combinacion lineal de los vectores v lt v 2 , ..., v k si existen k 
numeros a u a 2 , ..., a k de IK tal que 


F^a^! +a 2 tr 2 H \-a k v k . 


Un conjunto finito de vectores {Fj, ~v 2 , ..., tTj de un espacio vectorial V se dice que 
es un sistema de generadores de V si todo elemento de V puede escribirse como una 
combinacion lineal de los vectores tT L , tf 2 , ..., C k . 

Antes de exponer algunos ejemplos es conveniente realizar algunas observaciones. 

En primer lugar, observamos que todo conjunto finito de vectores que contiene al 
elemento neutro es linealmente dependiente; basta observar que 

a - 0 + 0- d 2 H f 0 - o„ = 0 


para cualquier a e IK. 

En segundo lugar, observaremos que todo conjunto finito de vectores linealmente 
independientes no puede contener un subconjunto de vectores que sean linealmente 


dependientes. En efecto, si v u ..., v n son linealmente independientes y suponemos, por 
comodidad de notacion, que v L , ..., ~v k , k ^ n, son linealmente dependientes tendriamos 

a i U + a 2 tT 2 + • • • + a k ~v k = 0 

c°n no todos los aj igual a cero; basta observar que, entonces, 

U + a 2 V 2 H h afiv k + 0~v k + j 4 1 - 0tf„ = (), 

c°n lo cual los vectores originales serian linealmente dependientes. 

Ejemplo A. Tres vectores no nulos en V 2 son siempre linealmente dependientes. 
Para demostrarlo tomar 


u=(u u u 2 ), tf = (!>!, V 2 ), w=(w u w 2 ) 
tres vectores cualesquiera de V 2 . La igualdad 


se traduce en 


afit + a 2 F + a 3 vv = () 


ajMj +a 2 Dj +a 3 Wj =0 

a \U 2 + a 2 v 2 + a 3 w 2 = 0 

que es un sistema de dos ecuaciones con tres incognitas. 

Puesto que el rango de la matriz de los coeficientes es inferior a 3, este sisterria 
homogeneo posee infinitas soluciones. Basta elegir una no nula para tener el resultado 
deseado. 

Este resultado puede demostrarse tambien geometricamente como puede apreciarse 
en la figura adjunta. La recta que contiene a u y la recta que es paralela aFy pasa por 
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el extremo de vv se cortan en un punto B. Observar que si estas rectas no se cortan, u y 
tf son proporcionales y ya habriamos probado el resultado. En la figura se observa que 
Oli + BA — w; por tanto: 

alT + bV = w 

lo cual prueba el resultado deseado. 

Este mismo razonamiento muestra que dos vectores linealmente independientes 
cualesquiera de V 2 son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial. 

Ejemplo B. En general, n+ 1 vectores de IK" son linealmente dependientes; basta 
observar que esta afirmacion se reduce a demostrar la existencia de solucuiones no 
nulas de un sistema homogeneo de n ecuaciones con n + 1 incognitas (ver ejemplo A); 
este ultimo resultado es cierto por el teorema de Rouche-Frobenius. 

En IR 3 puede darse una demostracion geometrica de este resultado. Supongamos 
que «!, u 2 y u 3 son tres vectores de R 3 linealmente independientes. Por el extremojde 
u* 4 se traza una paralela a H 3 hasta que corte al plano que determinan y u 2 ■ 
Tenemos que 

Ut = di + BA 



Puesto que (TB es un vector del plano determinado por ITj y u 2 se tiene que OS — a 3 u t 
+ a 2 u 2 . Utilizando este resultado junto con el hecho de que BA = a 3 u 3 se tiene que 

«4 = 0^1?! +a 2 ir2 + a3U 3 . 

Si los vectores u\, u 2 y u 3 fueran linealmente dependientes, se tendria una igualdad de 
la forma a^ITj +a 2 u* 2 + a 3 ir 3 = 0 y, por tanto, los cuatro vectores serian linealmente 
dependientes, ya que tendriamos la igualdad 

a^u/ + a 2 u* 2 + a 3 u* 3 + 0- u* 4 = 0 . 


Este razonamiento muestra, ademas, que tres vectores cualesquiera linealmente 
independientes de R 3 son siempre un sistema de generadores de este espacio vectorial. 

Ejemplo C. 1) Las funciones /> 0 (x)=l, pj(x) = x, p 2 (x) = x 2 , ..., p„(x) = x" son 
linealmente independientes, ya que si tenemos la igualdad 

a 0 l +a i x + a 2 x 2 + ••• + a„x" = 0 

para todo xelR se ha de tener a 0 = a! =a 2 = ••• = a„ = 0 (vease el problema 15 de la 
seccion 4 del capitulo 2). 

2) Las funciones/(x) = cos 2 x, p(x) = sen 2 x y h(x)= 1 son linealmente dependientes 
en C([0, 2?t]), ya que 

cos 2 x + sen 2 x = l 

* * * 

, Definici6n 1 


Un conjunto finito de vectores {e l ,~e 2 ,...,~e n } se dice que es una base de un 
espacio vectorial V si se cumplen las dos siguientes condiciones: 

1) Los vectores ~e u ? 2 e*„ son linealmente independientes, y 

2) Todo elemento de V es una combinacion lineal de los vectores 


Observar que la condicion 2) de esta definicion es equivalente al hecho de que el 
conjunto de vectores {~e u ~e 2 , ..., e*„) sea un sistema de generadores de V. Sin embargo, 
no todo el sistema de generadores de un espacio vectorial Kes una base; convenzase el 
lector por su propia cuenta de que tres vectores en V 2 , dos de los cuales son 
linealmente independientes, son un sistema de generadores de V 2 ; sin embargo, no 
pueden formar una base de V 2 , ya que son linealmente dependientes, como se ha 
mostrado en el ejemplo A. 

Ejemplo D. Si e*j = (0, ..., 1, ..., 0)elK", donde el 1 ocupa el lugar j, se tiene que 
{e u ~e 2 , son linealmente independientes, ya que si 

E a /j = ( o, 0, ..., 0) 

J= i 

se tiene que (a u a 2 , ..., a„) = (0, 0, ..., 0). Por tanto, a 1 =a 2 = --=a„ = 0. Ademas, si x 
= (xj, x 2 , ..., x„)eIK" se tiene que 

n 

X = X Xj?j 
J = 1 

Por tanto, {e 1; ~e 2 ,...,~e n } es una base de IK", que recibe el nombre de base candnica de 
este espacio. 
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EJEMPLO E. 1 ) E 1 conjunto { 1 , x, x 2 , ..., x"} es una base de Pj^fx], ya que son 
linealmente independientes de acuerdo con el resultado del ejemplo C, y todo polino- 
mio p de grado inferior o igual a n puede escribirse de la forma 

p(x) = a 0 l-t-a 1 x + a 2 x 2 -l 1- a„x" 

2 ) E 1 conjunto ( 1 , x, x 2 , ..., x"} no es una base de PkM* y a q ue e l polinomio p(x) = 
= x" +1 no es combinacion lineal de estos. 

EjEMPLO F. Las matrices 


*■- 0 0 • 0 o ■ £ > = 


y e,= 


son una base de Jl 2 y . 2 ( IK). Son linealmente independientes, ya que 


a 1 E l +a 2 E 2 + a 3 E 3 + a 4 E 4 = 


' a i a i\ /0 0 


a i a 4 J V 0 0 


implica ^^ = 02 = ^3 = 04 = 0. Ademas, si 


podemos escribir 


A^aE^ +bE 2 + cE 3 + dE 4 


Si {ej, e* 2 , ...,~e n } es una base de un espacio vectorial V y V es cualquier elemento de 
V podemos escribir tf como combinacion lineal de cj,F 2 !T n de la forma 

~v = v 1 e’ l + v 2 e’2-i b v„e„ 

con VjeK. Los numeros v x , v 2 , ..., v n se denominan componentes de ~v con respecto a la 
base e' 1 ,e’ 2 ,...,~e n . Las componentes de un vector tf con respecto a una base son unicas, 
ya que si tenemos 

~v=v i e 1 + v 2 ~e 2 H h v n ~e n 


~v = t’j?! + v 2 ~e 2 + • ■ • + v’ n e n 


se tiene tambien que 


0 = (itj - v j)?! + (v 2 - v 2 )e 2 + ■ ■ • + (v n - v„)e n 
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Puesto que e 1 ,~e 2 ,...,~e n son linealmente independientes hemos de tener v 2 

= v 2 , ..., v„ = v n , que era lo que queriamos demostrar. 

* * * 

Un mismo espacio vectorial puede poseer varias bases; nuestro proximo objetivo es 
demostrar que todas ellas han de poseer el mismo numero de elementos. 

Proposici6n 2 

Si V es un espacio vectorial que posee una base con n elementos, cualesquiera 
n + 1 vectores de V son linealmente dependientes. 

Demostracion. Sea {? u ? 2 , una base de V y sean x u x 2 , ..., x n , x„ + 1 
cualesquiera n + 1 vectores de V; podemos escribir 

" " n n 

x l~ X X jl e j’ X 2— X X j2 e Jt — > x n = X x jn e j > X n+ 1 = X X j,n+l e j 
j~ 1 j= 1 j=l j= 1 

ya que todo elemento de V es una combinacion lineal de los vectores de la base. 

Tratamos de demostrar que podemos encontrar a u a 2 , ..., a n , a n + 1 , no todos nulos, 
tal que 

a ] x 1 +a 2 x 2 + --- + a„x„ + a„ +1 x„ +1 = 0 (1) 

Esto es equivalente a escribir 


«1 (jC X Jl e ^j + a 2 ^i X 22 ^)+-+a„(x X jn e ^ + a n+l^i x j,n+ie^j= 0 . 

Igualando las componentes se tiene 

a l x jl+ a 2 X j2 + ’ ' ' + a n x jn + a n + l X j, n +1 = 0> j = E 2, ..., « 

que es un sistema de n ecuaciones con n + 1 incognitas; puesto que el sistema 
es homogeneo, siempre ha de poseer una solucion no trivial; esto demuestra el re- 
sultado. ■ 

De esta proposicion se deduce un resultado un poco mas general: en un espacio 
vectorial V que posee una base con n elementos, cualesquiera m vectores de V, con m > n, 
son linealmente dependientes. Basta observar que n+ 1 de los m vectores dados han de 
ser linealmente dependientes, debido a la proposicion 2, y por tanto, todos ellos han de 
formar un conjunto de vectores linealmente dependiente. 

Este resultado se aplica en la demostracion del siguiente teorema: 
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Teorema 3 

Todas las bases de un mismo espacio vectorial V poseen el mismo numero de 
elementos. 


Demostracidn. Sean {T l5 e" 2 , ..., ~e n } y {T\, ~e' 2 , ..., T' m } dos bases de V; por el 
razonamiento anterior m ^ n, ya que en caso contrario los vectores de la segunda base 
serian linealmente dependientes. Similarmente, n iS m, ya que en caso contrario los 
vectores de la primera base serian linealmente dependientes. Se tiene, por tanto, que m 


E1 numero de elementos que posee una base cualquiera de un espacio vectorial V 
recibe el nombre de dimension de V; este numero sera designado mediante dim(F). 

Si el espacio vectorial solo contiene un elemento, que necesariamente ha de ser su 
elemento neutro, es decir, T={0}, diremos que V tiene dimension cero. Las razones 
para dar esta definicion se veran claramente mas adelante. 

De los ejemplos que hemos realizado anteriormente podemos deducir los siguientes 
resultados: 

1) la dimension de IK" es n, 

2) la dimension de PIk’M es n+1, 

3) la dimension de .Jf 2x2 (K) es 4. 

En general, tenemos que la dimension de Jf mX „(K) es mxn. 

ProposiciOn 4 

Sea V un espacio vectorial de dimension n. Todo conjunto de n vectores de V 

que sean linealmente independientes son una base de V. 


Demostracidn. Sean u u u 2 , ..., u n n vectores linealmente independientes; si T es 
cualquier otro vector de V, los vectores T, u x , u 2 , ..., u„ son linealmente dependientes 
por la proposicion 2; por tanto, existen a 0 , a lt ..., a n eK tal que 

aoT + a^u { +a 2 u 2 -\ ha„tT„ = 0 

con algun a-#0. E1 numero a 0 debe ser no nulo, ya que en caso contrario los vectores 
u u u 2 , ..., u n serian linealmente dependientes. Por tanto: 


_ a l „ a 2 a n _ 

V = U ! U 2 u, 

a 0 a 0 a 0 


y queda probado que {« u u 2 , ..., u„} es un sistema de generadores de V. 
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Ejemplo G. Los vectores tT,=(l. 0, 1, 0), tf 2 =(0, 1, 0, 0), tf 3 =(l, — 1, 0, 0) y tf 4 
= (0, 0, 1, —1) son linealmente independientes en 1R 4 , ya que 

/l 0 1 0\ 

0 1-1 0 

r = 4 

10 0 1 

\0 0 0 -1/ 

Por la proposicion 4 son una base de IR 4 , ya que dim(IR 4 ) = 4. 

* * * 

Una forma de encontrar una base de un espacio vectorial V es «anadir» vectores a 
un conjunto de vectores linealmente independientes de V; la forma de «anadirlos» se 
explica en la demostracion de la siguiente proposicion: 

Proposicion 5 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita n; todo conjunto de vectores 
linealmente independientes de V puede completarse para obtener una base, es 
decir, dados k vectores T x , T 2 , ..., T k , k<n, de V, linealmente independientes, 
existen n — k vectores T k+l ,...,T n de V tal que el conjunto 
{T lt T 2 , ..., T k , T k+l , ..., T n } es una base de V. 

Demostracion. Puesto que k es inferior a n podemos encontrar un elemento de V 
linealmente independiente con T 1: T 2 , ..., T k ; en caso contrario, los vectores 
T u T 2 , .... T k formarian una base de V. Sea T k + 1 este vector. E1 razonamiento se repite 
con el conjunto {ej, .... T k , e, + 1 } hasta encontrar n vectores linealmente independientes, 
que han de ser necesariamente una base. por la proposicion 4. ■ 

Supongamos que V es un espacio vectorial de dimension finita n; acabamos de 
probar que k vectores linealmente independientes de V pueden «completarse» para 
obtener una base. Demostraremos a continuacion que si S es un sistema de generado- 
res de V, de el puede extraerse una base de V. Antes de demostrar este resultado 
necesitamos el siguiente lema: 

LEMA 6 

Supongamos que dim(F) = n; sea S un sistema de generadores de V y 
supongamos que S = S k uS 2 , donde S x y S 2 son disjuntos. Si los elementos de S 2 
son combinacion lineal de los elementos de S t , S t es tambien un sistema de 
generadores de V. 
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Demostracion. Supongamos, para evitar complicaciones de notacion, que S t 

= {e' 1 gj} y S 2 = {ei + 1 , ..., ~e m }. Puesto que los elementos de S 2 son combinacion 

lineal de los elementos de S k tenemos que 

i 

r k =t a **> k = l+l,...,m. 

i = 1 

Si x e K puesto que S es un sistema de generadores de V, se tiene que 

m 

x = X x.e;.. 

i= 1 

Por tanto, 

l m l m 

x = £x i r i + E X k e k = X I 

i = 1 k = I + 1 i= 1 k = l+l 

1 1 / m \ i / m 

= X X i e i+ £ ( X - X lc a ik ) e i = X ( X i X X k fl ik 

i=l i=l\k = l+l J i=l\ <t = l+l 

Esto prueba que S t es un sistema de generadores de V. 


Demostracion. Elegir u k e S tal que u t ± 0; esto siempre puede hacerse salvo en el 
caso en que E={0} (si E={0} la proposicion es una trivialidad). Elegir a continua- 
cion u 2 eS tal que u 2 es independiente con u v Suponiendo que hemos elegido 
Uj, U 2 , ..., u k , elegir u k+ 1 eS que sea linealmente independiente con los anteriores. Este 
proceso se continua hasta que es imposible encontrar vectores de S linealmente 
independientes con los anteriores. Sea 

Sj = {u j, u 2 , ..., Uj/ 

el subconjunto de S obtenido de esta manera. Por el lema anterior, S k es un sistema de 
generadores de V. Debido a la eleccion realizada, los vectores de S 2 son linealmente 
independientes; por tanto, S k es una base de V. Se termina asi la demostracion de la 
proposicion 7. ® 

* * * 

Terminamos esta seccion haciendo unos comentarios acerca de la dependencia o 
independencia lineal de subconjuntos infinitos de un espacio vectorial. 

Un conjunto infmito S de elementos de un espacio vectorial V se dice linealmente 
independiente si cualquier subconjunto finito de S es linealmente independiente. En 


Proposici6n 7_ — — 

Sea S un sistema de generadores de un espacio vectorial V de dimension n; 
podemos encontrar un subconjunto S^ de S que sea una base de V. 
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caso contrario, S se dice linealmente dependiente; es decir, S es linealmente dependiente 
si existe un subconjunto finito de el que es linealmente dependiente. 

Un espacio vectorial V en el que se puede encontrar un subconjunto S linealmente 
independiente y con infinitos elementos, se dice que tiene dimension infinita. 

Los espacios vectoriales Pk[x] y C([0, 2zr]), introducidos en la seccion anterior, 
son espacios vectoriales de dimension infinita. E1 conjunto S = {x"/nef\J} es un 
conjunto linealmente independiente en P K [x]. E1 conjunto S = {cosnx, sen mx}„ im€N es 
un conjunto linealmente independiente en C([ 0, 2n]). De las dos ultimas afirmaciones 
anteriores la primera es sencilla de demostrar; la segunda es mas complicada y se pide 
su demostracion por parte del lector en el ejercicio 13 de la siguiente seccion; en este 
ejercicio se dan las sugerencias adecuadas para facilitar su resolucion. 


5.3. CAMBIO DE BASE 

Supongamos que un espacio vectorial V de dimension finita posee dos bases 
B = {e i, 7 2 , ..., e n } y B' = {7 e 2 , ..., e n ). 

Denominaremos base antigua a la primera de ellas y base nueva a la segunda. Como 
todo elemento de la base nueva se escribe como combinacion lineal de los elementos 
de la base antigua podemos escribir: 

~e[ = 1 1 e*i +a 2l ~e 2 -I bci nl 7 n 

e 2 = a 12 7i+a 2 {e 2 + ---+a n {7 n (1) 

= a m?i + a 2n e 2 + • ■ • + a nn e n . 

Puesto que es conveniente que el lector se familiarice con notaciones abreviadas 
escribiremos (1) de la forma 

n 

e 'j='L a iA’ 7=1,2, ...,n. 

t=l 

Diremos entonces que la nueva base se obtiene de la antigua mediante la matriz 

a n a l2 "■ a ln 
a 2 1 a 22 ■“ a 2n 

a nl a n2 *" a nn 

donde la 7-esima columna de A son las componentes del vector 7} con respecto a la 
base antigua, 7=1, 2, ..., n. La matriz A se denomina matriz del cambio de base. 
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Cuando, por necesidades de notacion sea necesario hacer constar las bases B y B' 
escribiremos 

A = M b b 

Si B y B' coinciden se tiene que M B B = l„, n . La matriz /„ x „ e s invertible; esto sucede 
para cualquier matriz de un cambio de base, como se demuestra en la siguiente 
proposicion. 

Proposici6n 1 — 

La matriz A del cambio de base de B a B es invertible y su inversa es la 
matriz del cambio de base de B' a B. Podemos, por tanto, escribir. 

M B '=(M B )~ x =A~ x 

Demostracion. Para demostrar que A es invertible es suficiente demostrar que su 
determinante es no nulo (veanse los resultados del capitulo 2). Ciertamente, el 
determinante de A es no nulo, ya que de lo contrario sus columnas y, por consiguiente, 
los vectores ~e[, ~e[, ..., T n , de la base B', serian linealmente dependientes. 

Sea = J = 1 „ la matriz del cambio de base de B' a B; hemos de demostrar 

que /4' = X -1 . Por definicion de A' tenemos 


7j= Y, a 'ij e 'i' j= L 2, ..., n; 


por definicion de A tenemos 


?[= Y a ki e k , i = l, 2, 

k= 1 


Por tanto, 


e j= Z Z a ki e k )= Z ; ( Z a ki a ’ijj e k- 


Puesto que f a ki a 'n es el elemento que ocupa el lugar (k,j) en el producto de las- 


matrices A y A' se tiene que 


I n *n = M B = AA'. 


Esto demuestra el resultado deseado. 


* * * 
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Tratemos ahora de relacionar entre si las coordenadas de un mismo vector en las 
bases nueva B' y antigua B. Supongamos que x e V, 


y ademas: 




x = x\e[ + x' 2 e 2 + • • • + x' n T n 


Sustituyendo en (3) las expresiones dadas en (1) obtenemos 


X = X 'l^ I «a e iJ + X '2^ Z «K*iJ+ •"+*!.( Z a in e iJ = 

= (a 11 x\+a 12 x' 2 +---+a 1 X)^ + (a 2 ix' x + fl 22 X2 + • • • + fl 2 „x'„)F 2 + 
+ • • ■ +(a„ 1 x ' 1 + a„ 2 x 2 + • • ■ + a nn x' n )e n 

Comparando esta ultima igualdad con (2) podemos escribir 

Xi = flj iX) + fl 12 x 2 + • • • + a ln x' n 
x 2 = a 2 i x \ +a 22 x' 2 H \-a 2n x' n 

X n = a nl X 'l + a n2 X 2 4 1“ a nn x n- 


Si convenimos en escribir X = ' 2 y X' - 


a las componentes del vector x en la 


antigua y en la nueva base, respectivamente, (4) se escribe brevemente de la forma 

X = AX’ 

Esto nos permite obtener las coordenadas del vector x en la base antigua conociendo 
las coordenadas del mismo vector en la nueva base. 

Ejemplo A. Sea T t =(l, 0, 0), F 2 = (0, 1, 0), e 3 = (0, 0, 1) la base canonica de IR 3 . 
Dadas las bases 


u 1 =ei+~e 3 , u 2 = ~e 2 , u 3 = e 2 +~e 3 


M i = — e 2 , u[ = e 2 , u[ = 2e!+~e 3 

encontrar las coordenadas del vector x = 3«*! + 2/T, en la base {u[, u 2 , tf 3 '}. Comenzar 
observando que ambos conjuntos son bases de IR 3 . 

Podemcc escribir x = 3( + Cj) + 2e* 2 = 3?} + 2e* 2 + 3 ef 3 . E1 problema queda reducido 
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a encontrar la matriz del cambio de base de {e u e 2 , e 3 } a {u u' 2 , if 3 }. De las 
expresiones dadas deducimos que la matriz del cambio de base es 



Escribiendo x = x\u \ + x' 2 u" 2 + x' 3 u' 3 , por los resultados anteriores tenemos que 



Por tanto, x = — 3 u{ — u' 2 + 3 if 3 ' 

Ejemplo E. Sean ej, ? 2 dos vectores perpendiculares unitarios en [R 2 en la 
direccion de los ejes de coordenadas cartesianas. Girando los ejes de coordenadas un 
angulo (j) en sentido positivo (contrario a las agujas del reloj) se obtiene una nueva 
base ej', ~e 2 . ^Cual es la matriz del cambio de base?. 

En el dibujo se observa que 

~e[ = (cos 0)ej + (sen 4>}e 2 


l n / n \ 

e” 2 = cosl- + 4> fj+senl - + 4> e 2 = — (sen 4>) ej +(cos 4>W 2 


con lo que la matriz del cambio de base es 
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Las coordenadas antiguas a traves de las'nuevas vienen dadas por 

x i \_/cos<j> —sen4>\/ x \\ =xj cos 4> — x 2 sen 4> 

x 2 ) \ sc n 4> cos 4 > )\ x ' 2 / x* 2 = x j sen 4> + x' 2 cos 4> 

* * * 

EJERCICIOS (SECCIONES 5.1, 5.2 y 5.3) 

1. a) Decir si el conjunto F = {/eC([0, 1])/ 2/(0)=/(l)} es un espacio vectorial con 
las mismas operaciones que las defmidas en C([0, 1]). 

b) Decir si el conjunto 

■® = j^ ^e^ 2x2 (R)/ a — b + c + d — 0 

es un espacio vectorial con las mismas operaciones que las defmidas en ^ 2x2 (R). 

2 . Estudiar si las siguientes familias de vectores son linealmente dependientes o 
independientes: 

a) {(1, 2), (0, 1)} c [R 2 . 

b ) {(!» '), (', -1)} <= C 2 (como espacio vectorial sobre C). 

c) {e ml , e‘ M ' e >*«+ 1)} c C c ([0, 1]), donde C c ([0, 1]) denota las funciones conti- 
nuas definidas en [0, 1] con valores en C. 



e) {sen nt, sen 2nt} <= C R ([0, 1]). 

3. Encontrar los valores de z para los cuales los vectores (z, 1, 0), (1, z, 1) y (0, 1, z) 
son linealmente dependientes en C 3 . 

4 . Demostrar que en C 2 puede definirse una estructura de espacio vectorial real. 
tCual es la dimension de este espacio? 

5. Estudiar si los siguientes conjuntos son bases del espacio vectorial dado: 
a) {1, x + 3, (x + 3) 2 , (x + 3) 3 } en Pjj^x]. 

b> {(! !)•(. !}(i !)•(! 

c » {(! !}(-! “!}(“! _!)(“i 

6. Encontrar una base de R 4 que contenga a los vectores (0, 0, 1, 1) y (1, 1, 0, 0). 
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7. Estudiar si las aplicaciones lineales / lt / 2 , / 3 y / 4 dadas por /j(x l5 x 2 ) = (Xj, — x 2 ), 
/ 2 (x x 2 ) = (x t , x 2 ),/ 3 (x,, x 2 ) = (2xj, x 2 ) y / 4 (x,, x 2 ) = (x,+2x 2 , x 2 ) forman una base de 
L(K 2 , K 2 ). 

8. Sean p t (x), p 2 (x), ..., p k (x) polinomios y supongamos que 

Pi(fli) P 2 (fl 1 ) ••• P*(fli) 

Pi(a 2 ) P 2 (fl 2 ) ••• P*(a 2 ) #() 

Pi(fl*) P 2 (fl*) "• PtK) 

para algunos mimeros reales Uj. Demostrar que el conjunto (p/x), p 2 (x), ..., p k (x)} es 
linealmente independiente en Pr[x]. 

9. Dada una matriz A e Ji n * n (K) definimos su traza como la suma de los elementos 

n 

de su diagonal principal; es decir, si /t=(ay)j, 2 -=i , traza (A)= £ Demostrar que 

i= 1 

T={AeJf nx „(K)/ traza(A) = 0} 

es un espacio vectorial con las operaciones definidas en J/„ X „(K). ^Cual es la dimen- 
sion del espacio T? 

10. a) Demostrar que los siguientes conjuntos son bases de 1R 4 : 

Bi = {r ’i=(i, i, o, 0 ), if 2 =( 0 , i, o, 0 ), tr 3 =( 0 , o, l, i), tr 4 =(o, o, o, i)} 

b 2 = {«i=(i, 2, 0, 0), u 2 =( o, 1,2, -i), tr 3 =(i, -i, -i, -1), u 4 =(0, l, i,o)} 
b) Encontrar las componentes del vector T = 3V’ 1 — v’ 3 + 2v 2 con respecto a la base 

B 2 ■ 

11. Sea ~e 2 , ..., ~e k la base canonica de IR" y sea uj =~e 2 — ej, u 2 = ej — ~e 2 , ..., u„_ j = ej 
“3.-1. “ n =e;. 

a) Demostrar que {uj, uj, ..., iT„} es una base de IR". 

b) Expresar el vector x = ej + ~e 2 -I 1- ~e„ como una combinacion lineal de los 

vectores uj, uj, ..., IT„. 

12. Demostrar que el conjunto S= {(x+ 1), (x— 1), x 2 — 1, x 2 + 1} es un sistema de 
generadores de P(f*[x]. Encontrar un subconjunto S { de S'que sea una base de P|j ) [x]. 

13. Demostrar que el conjunto 


S = {cosnx, senmx}„ m€N 
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?/= £ flij3> ;=1, 2, ..., n 

i= 1 

es una base de V (Observar que este resultado es el reciproco de la primera parte de la 
proposicion 1 de la seccion 5.3.) 

15. Decir para que valores de a los vectores Uj = (a, 0, 1), u 2 = (0, 1, 1) y 
u 3 = (2, — 1, a) forman una base de R 3 . 


5.4. SUBESPACIOS VECTORIALES. INTERSECCION Y SUMA 
DE SUBESPACIOS VECTORIALES 

Algunos subconjuntos de un espacio vectorial V son a su vez espacios vectoriales 
con las operaciones defmidas en V; estos subconjuntos especiales reciben el nombre de 
subespacios vectoriales de V 

DEFINICI6N 1 (Subespacio vectorial) 

Un subespacio vectorial de un espacio vectorial V es un subconjunto fj de V, 

que a su vez es un espacio vectorial con las operaciones definidas en V. 

Para demostrar que un subconjunto es un subespacio vectorial no es necesario 
comprobar de nuevo que satisface todas las propiedades de espacio vectorial. En 
realidad, es suficiente demostrar que la suma de dos elementos de V x es otro elemento 
de V k y que la multiplicacion de un elemento de fj por un elemento del cuerpo IK es 
otro elemento de !j; es decir: 

1) Si u, V e V u u + T e fj 

2) Si a e IK y u e V k , au e Ij. 
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En efecto, las propiedades (Sl), (S2), (Ml), (M2), (M3) y (M4) se cumplen en V x por 
cumplirse en el espacio mas grande V; ademas, 0 • iT = 0 e Ij y ( — 1 )u = —ue V x debido 
a 2), lo cual prueba que las propiedades (S3) y (S4) son tambien ciertas en V v 

Ejemplo A. a) Todas las rectas y planos que pasan por el origen son subespacios 
vectoriales de R 3 . 

b) 1 [x] es un subespacio vectorial de P R [x]; a su vez, P s [x] es un subespacio 
vectorial de C(R). 

c) Los subconjuntos {(?} y V son siempre subespacios vectoriales de V; estos 
reciben el nombre de subespacios vectoriales impropios de V y el resto se denominan 
propios. 

* * * 

Ademas de ser intuitivamente claro no es dificil demostrar que si V es un espacio 
vectorial de dimension finita n, cualquier subespacio V x de V tiene dimensidn que no 
supera a n. 

Ejemplo B. Sea S = {tr 1; tT 2 , un conjunto de vectores de un espacio 

vectorial V. Definimos 


US) = L{u x , u 2 , ..., «„)= j X ajUj/ Uj€K,j= 1, 2, .... ni. 


E1 conjunto L(S) es un subespacio vectorial de V, ya que 


L ajitj + X b jUj= I (aj + bj)Uj€L(S) 


a I ajUj = X (aajjujE LjS). 

j = i J= i 

Este subespacio vectorial recibe el nombre de subespacio vectorial generado por S. 

Los vectores u x , u 2 , ..., u„ son un sistema de generadores de L(S); de ellos se puede 
elegir unos cuantos que sean base de L(S) (proposicion 7, seccion 5.2). Por tanto, la 
dimension de L(S) no supera a n. 

Por ejemplo, los vectores u x = (1, 0, 1), u 2 =(- 1, 1, 0) y u 3 = (1, 1, 2) son linealmente 
dependientes en R 3 , ya que 


1 

-1 

1 

1 

1 

1 

0 

1 

1 

C 2 +2C, 

1 

1 

1 

0 

2 

1 

2 

2 


Por tanto, L(uj, u 2 , W 3 ) es un subespacio vectorial de (R 3 de dimension inferior a 3. 
Puesto que 

1 -1 

= 1 

0 1 
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“i.y u 2 s °n linealmente independientes, mientras que u 3 depende linealmente de los dos 
primeros. Por tanto, Lfiq, u^) = LfiTj , u 2 , u 3 ) y este subespacio vectorial tiene dimension 
2. 

Ejemplo C. Dada una matriz A de m filas y n columnas y de rango r todas las 
soluciones del sistema de ecuaciones homogeneo 

Ax = (T, xeR" (I) 

son de la forma 

x = a^u^ cijU 2 ~ I" — I- 

donde k — n — r, e y los vectores u j son linealmente independientes (vease proposi- 
cion 3 de la seccion 1.2 del capitulo 1). Por tanto, las soluciones del sistema homogeneo 
(I) constituyen un subespacio vectorial de dimension k = n-r de R". Ademas, uj, u 2 , ..., u k 
es una base de este subespacio. 

Reciprocamente, todo subespacio vectorial de R" puede determinarse por un 
sistema de^ecuaciones lineales homogeneas. Sea V, un subespacio de R" de dimension k 
y sea e[, ej, ..., ej una de sus bases. Completamos esta base hasta obtener una base 

^2’ •••> ^k+ i? •«.» C n 

de IR . Es claro que si x =xjFj + xjej'H l-x' n e'j el vector x pertenece a F, si y solo si 

x{ + 1 =0, ..., x' n = 0. 

Ademas, si x =Xjej +x 2 e 2 -l \~x„~e n , donde {ej, ..., ej} es la base canonica de R”, 

realizando el cambio de base adecuado, se tiene que 

0 = x k+i =a k + 1 , ^Xj H ba k + l n x n 

Q = x k + 2 = a k + 2 ,i x i 4 ba k + 2 n x„ 

°= x ’n = a n iXj + ••• + a nn x n 

que es un sistema homogeneo de n — k ecuaciones con n incognitas que determina el 
subespacio fj. 

* * * 

Dados dos subespacios vectoriales V x y V 2 de un espacio vectorial V podemos 
definir su interseccion 


V x nV 2 = {u/u e fj y u <= V 2 } 

y su suma 

v i + v z = {“j + iTj/Sj e V u u 2 e V 2 }. 
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Como puede comprobarse facilmente estos dos nuevos subconjuntos son tambien 
subespacios vectoriales de V La relacion que existe entre las dimensiones de estos 
subespacios vectoriales y las dimensiones de los subespacios Vj y V 2 queda plasmada 
en el siguiente resultado: 

Proposicion 2 

dim ( Vj ) + dim ( V 2 ) = dim ( V v + V 2 ) + dim ( V, n V 2 ) 

para cualesquiera subespacios vectoriales V t y V 2 de un espacio vectorial V de 
dimension finita. 


Demostracion. Sea e x , ..., T, una base de V x n V 2 \ completar esta base hasta 
obtener una base 

e j, .... e i,f i + 1 , .., 7 * 

de Vj y una basd\ 

^1> •••> 1> •••> 9m 

de V 2 . Demostraremos que 

S = {ci, ..., e t ,f t+1 , .. .,/*, Qi + 1 , ..., g m } 

es una base de V x + V 2 . De aqui se deducira que 

dim ( V x + V 2 ) = / + {k— l) + (m — l) = k + m — / = 

^dimfFjj + dimfbj) — dim(Kj n V 2 ) 

que era lo que queriamos demostrar. 

Para demostrar que S es una base de Fj + V 2 basta demostrar que S es un conjunto 
de vectores linealmente independientes, ya que debido a la construccion realizada 
resulta claro que todo elemento de Fj + V 2 es una combinacion lineal de elementos de 
S. Supongamos, por tanto, que tenemos una expresion de la forma 

t+ej -4 1- + £>i +1 TI+i d bb k f k + c l+1 g l+l H \-c m g m = 0. 

E1 vector v ‘ = a 1 e* 1 H \-a,T, + bi +1 f l + 1 H \-b k f k eV x coincide con — c l+1 g l + 1 

— c m g* m e V 2 y, por tanto, es un elemento de fj n P 2 . Como fj n V 2 esta generado por 
los vectores ej, ..., ej hemos de tener c l+1 = --- = c m = 0. Por tanto, la igualdad anterior 
se transforma en 

fl+j H ba l e, + b l+1 J r l+ x 4 bb k f k = 0 

Puesto que {ej, ..., tj, f + ,, es una base de Vj deducimos que a x = ■■ ■ =a t = b l+1 
= ■ • ■ = b k = 0. Esto termina la demostracion. ■ 


Ejemplo D. Dos subespacios vectoriales V x y V 2 en IR 3 , ambos de dimension 2, 
que se cortan en una recta, han de tener una suma que coincida con todo IR 3 , ya que 

dim(Vj + K 2 ) = dim(K,) + dim(K 2 ) — dim(K! n E 2 ) = 2 + 2-l = 3 

* * * 

DefiniciOn 3 

Un espacio vectorial V es suma directa de dos de sus subespacios fj y V 2 si: 

1 ) v i + v 2 =v. 

2) V x n V 2 = {0}. 

Utilizaremos la notacion V= F, © V 2 para indicar que V es suma directa de 
los subespacios vectoriales V x y V 2 . 

Observaciones. 1) E1 plano IR 2 puede escribirse como suma directa de dos 
rectas no coincidentes que pasan por el origen. 



2) E1 espacio R 3 puede escribirse como suma directa de un plano que pasa 
por el origen y una recta que le corta en este punto. 

3) De la proposicion 2 deducimos que si V = V : © V 2 se tiene que 

dim(K) = dim(lj © K 2 ) = dim(lj) + dim(K 2 ) 
ya que el subespacio vectorial impropio {0} tiene dimension 0. 

Si V =V l + V 2 todo elemento VeV puede escribirse de la forma T?=tj + tf 2 con 
Tfi e K] y Tje V 2 . Si la suma es directa, esta descomposicion es unica: 

Proposici6n 4 

Sean V x y K, subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Las siguientes 
afirmaciones son equivalentes: 

1) K= Kj © K 2 . 

2) Para todo Tf e K existe una descomposicion unica de la forma TT=Tj +Tj, 
con Tj e V x y Tj e V 2 . 


l 
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Demostracion. Para demostrar que 1) implica 2) es suficiente probar la unicidad; 
supongamos que ~v=~v 1 + v h 2 y ~v=u l +u 2 con Iq, wj e V, y tf 2 , ~v 2 e V 2 . Tenemos 

F, +~v 2 = Ui + u 2 

o bien 

t}*! — iq = u 2 — tf 2 . 

La parte izquierda de esta igualdad es un elemento de V u mientras que la parte 
derecha es un elemento de V 2 . Puesto que 0 es el unico vector que V t y V 2 tienen en 
comun, deducimos que 

~v l — u l = u 2 — ~v 2 = 0 

Por tanto: 

tf 1 = 1 ^ y u 2 =~v 2 

que era lo que queriamos demostrar. 

Para demostrar que 2) implica 1) es suficiente demostrar que V { n V 2 = {0}. Si 
tf e V v n V 2 , podemos escribir 

~v =~v +0 = 0 + tf. 

Puesto que la descomposicion ha de ser unica se tiene que F = 0. Esto prueba el 
resultado deseado. ■ 

* * * 

Tambien podemos definir la interseccion, la suma y la suma directa de mas de dos 
subespacios vectoriales. En general, dados n subespacios vectoriales V u V 2 , ..., V„ de un 
espacio vectorial V defmimos 

n 

P) Vj = {u e V/u 6 Vj para todo j= 1, ..., n} 
j= i 

y 

£ ^=| i# V r j= !. «| 

que reciben el nombre de interseccion y suma, respectivamente, de los subespacios 
vectoriales dados. Estos dos nuevos subespacios son tambien subespacios vectoriales 
de V. 

La definicion de suma directa de varios subespacios vectoriales es un poco mas 
complicada en general, que si solamente hay dos. La definicion mas razonable es la 
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que guarda similitud con la afirmacion 2) de la proposicion 4. Diremos que V es suma 
directa de los subespacios vectoriales V u V 2 , ..., V„, y escribiremos 

V=v y ®v 2 ®---®v„ 

o 

v=®v t 

i=l 

n 

si todo vector ~v de V tiene una descomposicion unica de la forma ~v = ^% con r} e V h 

i — 1 

i=l, 2, ..., n. 

Si n = 2, la proposicion 4 muestra que esta definicion de suma directa y la dada 
anteriormente son equivalentes. Si n ^ 3 se pide demostrar en el ejercicio 6 al final de 
esta seccion que una condicion equivalente de suma directa es la siguiente: 

1 ) £k=v 

i= 1 

2) V t n ^ Y, {(J} para todo i = 1, 2 n 

A partir de aqui puede demostrarse que 

dim^ ® ^= £ dim(f}), 

lo cual se obtiene aplicando repetidas veces el resultado ya conocido cuando n es igual 
a 2. 


EJERCICIOS 5.4 

1. Los siguientes subconjuntos y familias de vectores de algunos espacios vectoriales 
son subespacios y bases de estos. Verificar la verdad o falsedad de esto en los ejemplos 
siguientes: 

a) {(a,b)eU 2 /b=l}; {(2, 1)} 

b) {p(x)eP}j ,) [x]/(x- 1) divide a p(x)}; {x- 1, x 2 - 1} 

c) com (B) = {Ae Jt 2 x 2 (U)/BA = AB} con B = 

2. Estudiar si los siguientes subconjuntos de J/ 2x2 (R) son subespacios vectoriales: 

a) R = {AeJi 2x2 (U)/r(A) = \} donde r(A) designa el rango de A. 

b) T={Ae.# 2x2 (R)/traza(A)=0}, donde traza(A) denota la suma de los elementos 
de la diagonal principal de A. 
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3. Encontrar la dimension del subespacio generado por los siguientes conjuntos de 
vectores: 


a) {(1, 2), (0, 1), (—1, 3)} en IR 2 

IC ,U(‘« +i T)} 


en ^ 2x2 (C). 


4. Hallar en cada uno de los ejemplos siguientes la suma y la interseccion del par de 
subespacios dados, y comprobar que se verifica la ecuacion 

dim^j + dimjEj^dimjF! + V^ + dim^ n V 2 ) 

(2 1\ /2 0\ 

a) Vj = com I \,V 2 = com I I (ver el ejercicto 1 para la definicion de com (B)). 

b) V t = {p(x)ePt 3) [x]/x+ 1 divide a p(x)}, 

V 2 = {p(x)eP|; 3) [x]/x- 1 divide a p(x ) } 

c) L{sen t, cos t}, L(e“, e~ u ) considerados ambos como subespacios del espacio 
vectorial real C c ([0, 1]). 

5. Decir cuales de los siguientes pares de subespacios se suman directamente y cual es 
la suma (directa o no) en cada caso: 

a) 9’ — {Ae Jt 2 x 2 (C)/\4 = A'} (matrices simetricas) 

st = [A e J { 2 x 2 (C )/A = — A') (matrices antisimetricas) 

b) P = {f- [— 1, 1]h->IR//( — t)=f(t)} (funciones pares) 

/ = {/: [-1, l]i— >R//(- 1) = —f(t)} (funciones impares) 

[Sugerencia: g(t) = (g(t) + g(- 1))/2) + (g(t) -g(- 1))/2)] 

c) V t = {/: [—1, 1] i-> IR//(t) = 0, t ^ 0} 

y 2 ={f- [-i, i]^R//M=o,tgo} 

6. Sean V u V 2 , ..., V„ subespacios vectoriales de un espacio vectorial V. Demostrar que 
si n ^ 3 las siguientes afirmaciones son equivalentes: 


a) V= ® V t 


b) V= V t y Vi n( £ V k ) = {0} para todo i= 1, ..., n 


5.5. VARIEDADES LINEALES. ESPACIO AFIN 

En el ejemplo C de la seccion anterior se observo que si A es una matriz de m filas 
y n columnas de rango r, las soluciones del sistema homogeneo 


Ax = 0, x € R" 
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son un subespacio vectorial de IR" de dimension k = n — r. Este subespacio vectorial, que 
denotamos por S(I), es un subespacio vectorial generado por k vectores linealmente 
independientes uj, u 2 , ..., u k que sean solucion de (I); es decir: 

S(I) = L(Ui, “z. «*)• 

Si consideramos el sistema no homogeneo 

Ax=\f, xeR", FeR m (II) 

sabemos que sus soluciones pueden escribirse de la forma 

x^tf + c^t+H \-c k u k , Cj-elR 

(teorema 2, seccion 1.2, capitulo 1). Por tanto, si denotamos por S(II) al conjunto de las 
soluciones de (II), podemos escribir 

S(II) = F + S(I) 



Figura 1 


Este conjunto se obtiene trasladando S(I) = UjT x , u 2 , ..., u k ) mediante el vector V. Si k = 1 
se obtiene una recta, si k = 2 se obtiene un plano y, en general, si k > 2 los objetos que 
se obtienen se denominan k-planos. Todos ellos reciben el nombre de variedades 
lineales. 

Este tipo de construccion puede hacerse no solamente en R", sino en otros espacios 
vectoriales. 

Sea 3P un conjunto de elementos, que se denominaran puntos, y V un espacio 
vectorial. E1 par (9, V) recibe el nombre de espacio afin. A, si todo par ordenado M, N 
de puntos puede ponerse en correspondencia con un solo vector tf de V, lo cual 
escribiremos de la forma MN = ~v, y que satisface las siguientes propiedades: 

1) Para todo punto M y para todo vector tf de V, existe un solo punto N tal que 
MN = Tf. Escribiremos entonces N = M + ~v. 

2) Para cada tres puntos M, N y P se tiene que MN + NP = MP. 
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M 


Figura 2 

En muchas ocasiones el conjunto M de puntos y el espacio vectorial V coinciden 
como conjuntos; este es el caso de IR 2 , IR 3 , o en general, de IR" o C". 

E1 espacio afin A se dice que tiene dimension n si el espacio vectorial V subyacente a 
A es de dimension n. Todo subconjunto de A de la forma 

P+fj 

donde P es un punto y Ej es un subespacio vectorial de V, recibe el nombre de variedad 
lineal de A. Como casos particulares de variedades lineales podemos citar las rectas, los 
planos y, en general, los hiperplanos en IR". 

* * * 

En un espacio afin A un sistema de referencia esta formado por un punto 0, que se 
considera el origen, y una base {ej, e* 2 , ..., <f„} del espacio vectorial subyacente. 
Utilizaremos la notacion 

M={0\ ej, ej, ..., e n } 
para designar este sistema de referencia. 

Dado un punto X, existe un vector x de V que esta en correspondencia con el par 
de puntos 0, X; si 

x=x i r l +x 2 e 2 + ---+x n e„ 

diremos que (x l5 x 2 , ..., x„) son las coordenadas del punto X con respecto al sistema de 
referencia M. Por abuso de notacion escribiremos 

OX = Xj Ti+x 2 r 2 -t 1- x„r„. 

Dado un nuevo sistema de referencia &t" = {P; uj, u 2 , ..., tf„} en el espacio afin, las 
coordenadas del punto X con respecto a este nuevo sistema de referencia seran 
distintas de las anteriores. Para encontrar estas nuevas coordenadas (xj', xj, ..., x„) de 
X con respecto a M" procedemos en dos etapas: 

a) Cambiamos el sistema de referencia M a M' = {P; ej, ej, ..., ej}, de manera que 
solamente hemos variado el origen. 

b) Pasamos de M' a M" dejando fijo el origen y realizando el cambio de base en el 
espacio vectorial subyacente. 
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En la primera etapa el cambio de sistema de referencia se realiza de la siguiente 
manera: si (xj, x' 2 , ..., x'„) designan ias coordenadas del punto X con respecto al sistema 
de referencia M' y (p u p 2 , ..., p„) las del punto P con respecto a M se tiene que 


por tanto: 


OX = OP + PXo (xi, x 2 , ..., x„) = ( Pu p 2 , ..., p„) + ( x j, x' 2 , ..., x'„); 
(Xl, X 2, —, X n) = ( X l~Pl, x 2 Pl, —, X n Pn)- 


En la segunda etapa se trata de realizar unicamente un cambio de base en el espacio 
vectorial subyacente: si (x lf x 2 , ..., x„') son las coordenadas del punto X con respecto a 
M" y A es la matriz del cambio de la base {ej, r 2 , ..., e„} a la base {uj, u 2 , ..., u„} se 
tiene que 


Combinando los resultados de estas dos etapas se tiene: 


/x i p 


2 =A~' X ' 2 =A'V 2 P2 P2 


\ X n/ \ x n-Pn/ \P„/ \x„/ 

que nos da las coordenadas de X con respecto al sistema de referencia M” . 

Ejemplo A. Sea X un punto de coordenadas (3, 4) en un sistema de referencia M 
= {0; e u e 2 } del espacio afin IR 2 y sea M" = {P; uj, u 2 } un nuevo sistema de referencia, 
donde P tiene como coordenadas (1, 3) con respecto a M y iTj = ej + 2ej, u 2 = le y -ej. 
Las coordenadas del punto X con respecto a M" son 


2 -1 


3 — 1 \ 1/1 


4-3/ 5 V 2 -lAl 
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Ejemplo B. Sea M={0\ e,, e 2 , ~e 2 } un sistema de referencia en 1R 3 con respecto al 
cual el plano n tiene de ecuacion Xj+x 2 + x 3 = 2. Sea 0t' = {F; u u u 2 , un nuevo 
sistema de referencia tal que P = (l, 1,0), tT x = — ~e l + e' 3 , u 2 = —~e 2 + ~e 3 y u 3 =~e 1 +~e 2 
+ ~e 3 . 

Para encontrar la ecuacion del plano n con respecto a 3k' observamos que 

(x l5 x 2 , x 3 ) = (l, 1, 0) + f(— 1, 0, l) + s(0, - 1, 1) 

son coordenadas parametricas del plano n\ por tanto, las coordenadas (x,, x 2 , x 3 ) de 
un punto X de 7 t se transforman en (x'j, x 2 , x 3 ) de manera que 

x j \ l-l 0 1\ -»/xj-l\ j 1-2 1 1\ / -t 

x 2 = 0-11 x 2 — 1 =- 1-2 1 — s 

x 3 ) \ 1 11/ \x 3 — 0/ \ 1 1 1 1 \t + s 

/ — 2f — s + f + s\ / t\ 

— — — f + 2s + f + s = | s 

^ \ — t — s + f + s J \ 0 / 

Por tanto, x' 3 = 0 es la ecuacion del plano n con respecto al sistema de referencia 3?. 


EJERCICIOS 5.5 

1. En el plano, y respecto a la referencia canonica 3t, se dan los puntos A = { 1, 1) y 
B = (- 2, 0), los vectores Uj=(l, 2) y « 2 = (- 1, 1) y la recta r = x r x 2 =l. Hallar: 

a ) Las coordenadas de B con respecto al sistema de referencia M' = {A; ITj,m 2 }. 

b) La ecuacion de la recta r con respecto a 2k’. 

2 . Sea el sistema de referencia en el plano que se obtiene girando un angulo a en 
sentido positivo los vectores de un sistema de referencia dado Si C = (Xj — l) 2 + x| 
= 4 es la ecuacion de una circunferencia respecto a $, encontrar la ecuacion de C 
respecto a 3t' . ^Cual es el centro de la nueva circunferencia respecto a £#'? 

3. Dado el plano de ecuacion Xj-x 2 +x 3 = 3 con respecto a un sistema de referencia 
3t en R 3 , encontrar un sistema de referencia 31' de R 3 en el que el plano anterior tenga 
por ecuacion x' 2 =0. 

4 . Dada la circunferencia C = (xj - l) 2 + (x 2 - l) 2 = 9 en el plano, encontrar sus 

ecuaciones en el sistema de referencia 3t’ = {A; u u u 2 }, donde A =(3, 3), = 

/2 2 \ 

u 2 = ( , — - — j. iQue tipo de curva es C en el sistema de referencia 

W2 42) 




CAPITULO 6 


APLICACIONES LINEALES 
ENTRE ESPACIOS VECTORIALES 


6.1. Definicion de aplicacion lineal. Ejemplos 

6.2. Matriz de una aplicacion lineal. Operaciones con aplicaciones lineales 

6.3. Cambio de base para aplicaciones lineales 

6.4. Aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas. Nucleo y rango de una 
aplicacion lineal 

6.5. E1 espacio dual de un espacio vectorial 


6.1. DEFINICION DE APLICACION LINEAL. EJEMPLOS 

En la seccion 3 del capitulo 1 hcmos definido el concepto de aplicacion lineal de R" 
en R m . Recordamos que en ese contexto toda aplicacion lineal quedaba determinada 
por una matriz de m filas y n columnas; ademas, las siguientes propiedades caracteri- 
zan una aplicacion lineal A entre estos espacios: 

1) A(x+y) = A(x) + A(y) para todo x*, y e R" 

2) A(rx) = rA(x) para todo xeR” y todo mimero real r. 

(Ver los teoremas 1 y 2 de la seccion antes citada.) 

Utilizaremos esta caracterizacion para definir las aplicaciones lineales entre dos 
espacios vectoriales cualesquiera. En la siguiente seccion mostraremos que, fijadas dos 
bases en los espacios vectoriales, toda aplicacion lineal queda determinada por una 
matriz. 

Definicion 1 (Aplicacion lineal )- 

Sean V y W espacios vectoriales; una aplicacion lineal A de V en W es una 
aplicacion A: Ft-> W tal que: 

1) A(V + w) = A(v) + A(w) para todo ~v,we V. 

2) A(aV) = aA(v') para todo aeK y todo ~veV. 
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Nota. Observar que ambos conjuntos V y W deben ser espacios vectoriales 
sobre el mismo cuerpo IX. 

En el capitulo 1 se han dado varios ejemplos de aplicaciones lineales entre los 
espacios vectoriales K" y R m . Recordamos unicamente los giros en el plano y la 
simetria con respecto a un eje en R 2 . 

Ejemplo A. Dado un numero real a, la aplicacion que asocia a cada polinomio 
del conjunto P R [x] su valor para x=aes una aplicacion lineal; esta aplicacion queda 
defmida mediante las siguientes expresiones: 

A: P R [x]i-*lRM(p(x)) = p(4 

E1 hecho de que A es una aplicacion lineal se deduce de las siguientes igualdades: 

A(p(x) + q(x)) = A((p + q)(x)) = (p + q)(a) = p(a) + q(a) = 

= A(p(x))+ A(q(x) 


A(cp(x)) = A(cp)(x)) = (cp)(a) = c(p(a)) = cA(p(x)) 
para todo numero real c. 


EJEMPLO B. Dada la matriz 


i 1 0 
1 i 1 


de elementos complejos, podemos definir la aplicacion 


A: € 3 h>C 2 


dada por A((z u z 2 , z 3 )) = (i'z! +- z 2 , z^ + iz^+z^). Puesto que 


A((z u z 2 , z 3 )) = A[ z 2 


donde en la parte derecha se realiza una multiplicacion de matrices, es facil demostrar 
que A es una aplicacion lineal. 

En general, dada una matriz Ae J/ mxn (K), la aplicacion 


A: IK"t— *• IK” 
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dada por 

/;■ 

A((z u z 2 , ..., z n ))= A I Z . 2 


es una aplicacion lineal, que recibe el nombre de aplicacion lineal asociada con la matriz 
A. 

Ejemplo C. Sea D la aplicacion que a cada polinomio le hace corresponder su 
derivada, es decir: 

D- p m M •-* Pr M /D(a 0 + a l x+--- + a n x n ) = a 1 +2a 2 x + ■■■ + na„x n ~ 1 . 

Esta es una aplicacion lineal, ya que la derivada de una suma de funciones es la suma 
de las derivadas de cada una de las funciones y la derivada de un numero real por una 
funcion coincide con el producto del numero real por la derivada de la funcion. 

Observar que si el conjunto inicial de esta aplicacion es PSj’[x], como conjunto 
final podemos tomar el mismo, o incluso PSJ _1) [x]; esto es cierto ya que la derivada 
de un polinomio de grado no superior a n es otro polinomio de grado no supe- 
rior an-1. 

EJEMPLO D. La aplicacion que a cada matriz cuadrada le hace corresponder su 
determinante no es una aplicacion lineal, ya que, en general, el determinante de una 
suma de matrices no coincide con la suma de los determinantes de cada una de ellas. 
Baste como ejemplo el siguiente: 


— 1 = det 




+ det 



= 0 


♦ * * 

Aplicando repetidas veces las propiedades 1) y 2) de la definicion de aplicacion 
lineal entre espacios vectoriales se consigue demostrar que la imagen, mediante una 
aplicacion lineal, de una combinacion lineal de vectores del espacio vectorial inicial es 
una combinacion lineal de vectores del espacio vectorial final. De forma mas precisa: 

A c j»jj= i CjA(vj) 

donde c,-elK y v’ j eV para todo j= 1, 2, ..., n. 

Otras propiedades que se deducen inmediatamente de la definicion de aplicacion 
lineal son las siguientes: 
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ProposiciOn 2 

Sea A una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V y W. Se tienen los 
siguientes resultados: 

1) La imagen del elemento neutro de V mediante A es el elemento neutro de 
W, es decir, /1(0) = 0. 

2) La imagen mediante A del opuesto de un elemento Tf de V es el opuesto 
de /l(tf), es decir, A( — Tf)= — A(v). 

Demostracion. Para demostrar 1) escribimos 

>l(tf) = /1(0 + 0 ) = /1(0 ) + /1(0) 

y restamos /1(0) en ambos lados. Para demostrar 2) basta observar que 

/4( — Tf ) = /!((— l)Tf) = (— l)/l(Tf)= — i4(tT) ■ 

En el capitulo 1 demostramos que la imagen de una recta mediante una aplicacion 
lineal de R" en R m es otra recta o un punto. Para aplicaciones lineales entre espacios 
vectoriales se tiene el siguiente resultado: 

ProposiciOn 3 

Sea A: V\~*W una aplicacion lineal entre espacios vectoriales. La imagen 
mediante A de cualquier subespacio vectorial de V es un subespacio vectorial de 
W. 

Demostracidn. Sea V x un subespacio vectorial de V y sea ILj = /t(K,) la imagen de 
Kj mediante A. Recordamos que 

n , ,=#i)=W)M^). 

Sean w,, w[eW{, existen, por tanto, dos vectores Tf 1( Tf/ e V { tal que A(v { ) = Wi y 
A(v{) — Wj'. Entonces 

Wj + Wj' = A(v v ) + A(v() = A( Tfj + Tf„') 

y puesto que Tfj+Tf/eKj, por ser V t un subespacio vectorial de V, se tiene que w} 
+ w[eW v 

Tomemos ahora aeK y Wj e W+ existe v k eV x tal que A(v x ) = Wi. Por tanto, 

aiVj = aA(v,)= AiaV^) 

y puesto que aTf^ e V x , por ser V x un subespacio vectorial de V, se tiene que aw : e W x . 
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Estos dos resultados son suficientes para probar que W x es un subespacio vectorial 
de W. u 

* * * 

Si el subespacio V, tiene {v v ..., Tf t } como base, todo elemento w de W t puede 
escribirse como combinacion lineal de los vectores A(v x ), ..., A(v k ). Esto es cierto ya que 
tomando Tf e V x tal que /l(Tf) = w se tiene que 

w = A( Tf) = ^ I Cjv}) = X CjA(Tj) 

P°r tanto, W, coincide con el subespacio generado por los vectores A(v x ), ..., A(v k ), es 
decir, W, = L(A(v,), ..., A(v k )). En consecuencia, la dimension de W, no puede superar k. 
Hemos probado el siguiente resultado: 

Proposici6n 4 

La imagen mediante una aplicacion lineal de un subespacio vectorial de 
dimension k es un subespacio vectorial de dimension no superior a k. 

_ 

Para finalizar esta seccion demostramos que una aplicacion lineal queda determi- 
nada cuando se conocen las imagenes de los elementos de una base del espacio inicial. 
E1 enunciado preciso de esta afirmacion se da en el siguiente teorema: 

Teorema 5 

Sea B = {i?,, ? 2 , ..., Tf„} una base de un espacio vectorial V y sean w 1? w 2 , ..., w„ 
n vectores cualesquiera de otro espacio vectorial W. En estas condiciones, existe 
una unica aplicacion lineal A de V en W tal que 

A(ej) = Wj, j=\, 2, ..., n 

Demostracidn. Definimos A de la siguiente manera: dado TfeK podemos escribir 

n 

V= X VjVj, con Vj e IK; entonces definimos 

j= i 

n 

A(v)= X v i™f 

i= i 


A partir de aqui es un simple ejercicio comprobar que A es la unica aplicacion lineal 
tal que A(e}) = w}, j=l,2, ..., n. ■ 
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6.2. MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL. 

OPERACIONES CON APLICACIONES LINEALES 

En esta seccion, y mientras no se indique lo contrario, V y W denotaran dos 
espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y A una aplicacion lineal de V en W. 

Sea B = {T lt ? 2 , ..., ? n } una base de V y B = {7i,/ 2 . -./*} una base de w E1 
elemento A(?i) es un vector de W y, por tanto, podemos escribir 

A(e*i) = a u /i + a 2 i/ 2 H 6a ml f m . 

Analogamente, 

A{T 2 )=a t 2f 1 + 022X2^ bu m2 / m 

A(C rt ) = U lrt / 4* a 2 „T 2 "b ' " "b a mnfm 

Estas igualdades se escriben abreviadamente de la forma 
A(?j)= £ aijfi, ;=1, 2, n. 

i = 1 

En estas condiciones diremos que 



es la matriz de la aplicacion A con respecto a las bases B y B. 

Observar que la y-esima columna de la matriz de la aplicacion lineal A son las 
componentes de A(ej) con respecto a la base B de W. 

Para ser precisos seria necesario designar la matriz A con un simbolo que incluyera 
las bases B y B; este simbolo podria ser M%(A). Nosotros preferimos denominar a la 
matriz con la misma letra que a la aplicacion, siempre que esta economia en la 
notacion no sea causa de incomprension. 

Dado x e V, podemos escribir 

n m 

x = £ XjTj e y=A(x)= £ yj t . 
j= 1 i=1 

La relacion entre las coordenadas y t y Xj viene dada por la matriz A. En efecto, la 
igualdad 

m / n \ n 

X yJi = A(x) = Ai X Xj?j\= X XjA(eJ) = 
i— 1 V= 1 / /=1 

n / m \ m / n \ 

= .x 1 a ufij = x (Ji “ijxjjTi 



i 

;i 
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implica las siguientes igualdades: 

n 

yi=Y. a ijXj> i=l, 2, ..., m. (1) 

i= 1 

Con notacion matricial, podemos escribir 



No solo toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz con 
respecto a dos bases dadas, sino que reciprocamente, fijadas bases B = {T lt ..., ?„} y B 
= {/i, fm\ en los espacios inicial y final, respectivamente, y dada cualquier matriz de 
orden mxn 


A=(a ti )i= 1 m , aj.eK 

’ j=l n ‘ 

n 

existe una unica aplicacion lineal que tiene a A como matriz : si x = £ x Jj defmimos 

j=i 

m 

A(x)= X yJi 

i — 1 

donde y,, y 2 , ..., y m estan dados por las relaciones que aparecen en (1). 

Nota. Si los espacios vectoriales V y W coinciden y en ambos se toma la misma 
base B para representar una aplicacion A, su matriz se dice que esta dada con respecto 
a la base B. 

Ejemplo A. Sea R a la rotacion de angulo a, en el plano, alrededor del origen en 
sentido positivo. R„ es una aplicacion lineal de K 2 en IR 2 que, referida a la base 
canonica del plano, tiene como matriz 

/ cos a — sen a\ 

R«=( 

ysen a cos a J 
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Por tanto, su matriz con respecto a la base canonica es 


S = 


/l 0 
0 1 
\0 0 


0\ 

0 

-1 / 


Observar que las simetrias pueden definirse con respecto a cualquier subespacio 
vectorial de R 3 . 

EJEMPLO C. Sea P la proyeccion ortogonal de un vector de R 3 sobre el plano xOy; 
P es una aplicacion lineal de R 3 y puesto que 

TO = *i, P(e 2 )=e 2 y P(e 3 ) = 0- 



su matriz con respecto a la base {e u e 2 , e 3 } es 


P = 


/l 0 0\ 
0 1 0 
\0 0 0 / 


Ejemplo D. Dados dos espacios vectoriales V y W la aplicacion nula que envia 
todo vector de V al elemento neutro de W es una aplicacion lineal, cuya matriz es la 
matriz nula con respecto a cualesquiera bases de V y W. 


En un mismo espacio vectorial V, la aplicacion que lleva todo vector de V en si 
mismo se denomina aplicacion identidad. Es facil comprobar que, con respecto a 
cualquier base de V, la matriz de la aplicacion identidad es 

r o \ 

i-i 1 . . 

\ 0 ' >/, 

si el espacio vectorial tiene dimension n. 

EJEMPLO E. Sea D la aplicacion derivacion del ejemplo C de la seccion 6.1 y 
consideremos D como una aplicacion de en Sea B={ 1, x, x 2 , ..., x"} 

una base de Pjf'M y B = { 1, x, x 2 , x" -1 } una base de P ( " _1) [x]. Tenemos 

D(1) = 0, D(x)=l, D(x 2 ) = 2x, D(x 3 ) = 3x 2 , ..., Z>(x") = nx" _1 

Por tanto, la matriz de D con respecto a las bases B y B es la matriz de orden n x (n 
+ 1) dada por 


/; 


D = 


0 10 0 
0 0 2 0 
0 0 0 3 
0 0 0 0 


0 

0 


\o 0 0 0 ••• o/ 

Ejemplo F. Tratamos de encontrar una base en R 3 de manera que la matriz de 
la simetria con respecto al subespacio vectorial Vi = {(x, y, z)e IR 3 /x + y + z = 0} sea 
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En el ejemplo B se ha resuelto el caso en que el subespacio vectorial coincida con el 
plano xOy. Un estudio detallado del ejemplo citado nos da la idea adecuada para 
resolver el problema planteado aqui: basta tomar dos vectores cualesquiera de V x que 
sean linealmente independientes y un tercero que sea perpendicular a Vj. Por ejemplo, 

u*i=(l, -1,0), u 2 =(0, 1, -1), u 3 =(l, 1, 1) 

* * * 

Ya hemos mencionado anteriormente que si en los espacios vectoriales V y W, de 
dimension finita n y m, respectivamente, se fijan bases, existe una correspondencia 
biunivoca entre las aplicaciones lineales de V en W y el conjunto de las matrices 
de orden mxn sobre el cuerpo K. 

Puesto que el conjunto posee una estructura de espacio vectorial, no es 

de extranar que en el conjunto de todas las aplicaciones lineales entre dos espacios 
vectoriales puedan definirse dos operaciones que le den estructura de espacio vectorial. 

Estas operaciones ya han sido definidas en el capitulo 1 cuando los espacios 
vectoriales son IR" y R m . Las operaciones que daremos aqui son una copia de aquellas. 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K; el conjunto de todas 
las aplicaciones lineales de V en W se designara mediante el simbolo 

L(V; W). 

Si A y B son elementos de L(V; W), definimos su suma mediante 
(A + B)(~v) = A(v) + B(v) para todo F e V. 

Si A es un elemento de L(V; W) y c es un elemento de K, defmimos la multiplicacidn de 
c por A mediante 

(c/l)(F) = c(/l(T)) para todo ~v e V. 

Las operaciones que acabamos de definir tienen ciertas propiedades que coinciden 
con las enumeradas para matrices en la seccion 3 del capitulo 1. Una forma elegante y 
rapida de enumerar estas propiedades se da en el siguiente teorema: 

Teorema 1 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K; el conjunto 

L(V; W) de las aplicaciones lineales entre V y W, con las operaciones anterior- 

mente definidas, es un espacio vectorial sobre el cuerpo K. 

La demostracion completa de este resultado se deja para el lector; nosotros 
observaremos que el elemento neutro de este espacio es la aplicacion nula y el opuesto 
de una aplicacion A es la aplicacion —A definida por 

(-A)(u)= -( A(u )). 

Si V y W coinciden escribimos L(V) en lugar de L(V; V). 
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Puesto que toda aplicacion lineal puede representarse mediante una matriz y 
reciprocamente, el siguiente resultado no debe extraflar al lector 

Teorema 2 

Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente; 
entonces, el espacio vectorial L(V, W) tiene dimension n x m. 

Demostracion. Hemos de exhibir nxm elementos de L(V, W) que formen una base 
de este espacio. Fijadas 

B = {?!,... , e„} y B = {f u ...J m } 

bases de V y W, respectivamente, definimos, para j= 1, ..., n, i= 1, ..., m, 

f /, si j = k ) 

- W' k = 12 

Esta definicion se simplifica, en cuanto a su notacion, si utilizamos un simbolo 
denominado delta de Kronecker: 


djk — 


1 si j = k ) 

0 j*k }’ 


k = 1,2, ..., n. 
j= 1, 2, ..., n. 


Entonces podemos escribir 

Eji(e k ) = Sj k Ti, k=\, 2 , ..., n. 

Puesto que Eji ha sido definido para los elementos de una base de V, determina una 
unica aplicacion lineal de V en W, que seguiremos denotando por E it ; este resultado se 
ha demostrado en el teorema 5 de la seccion anterior. 

Para finalizar la demostracion del teorema es necesario probar que 


es una base de L(V, W). Sea 


E = {E fl } n . 

1 = 1 , 


m 


I I a jiEji = 0 

j=i i= i 

una combinacion lineal nula de los elementos de E (0 designa la aplicacion nula de V 
en W); para todo k = 1, 2, ..., n 

n m nt 

X X a]i E n (e k )= X a ki T = 0 e 1T. 

j = i i = 1 i = 1 
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Puesto que E es una base de W se deduce que a ki = 0, i=l, 2, m. Esto prueba que E 
es un conjunto de aplicaciones lineales linealmente independientes. 

Falta probar que E es un sistema de generadores de L(V, W). Sea AeL(V, W) y sea 
A = (aij) su matriz con respecto a las bases B y B; para todo ~e k eV tenemos 

m m m 

A(e k )= X a ik fi= X a ik E ki (e k )= £ E ki (a ik e k ). 

i = 1 i=l i - 1 

Puesto que £#(&) = !$ si j^k 9 podemos escribir 

m n m n 

A(e k )= I I I Z 

;= i j= i i=i j=i 

De aqui se deduce que 

m n 

^=1 I“ijEji 

;=i j=i 

ya que ambas aplicaciones coinciden sobre los elementos de una base de V. 

Esto termina la demostracion del teorema 2. ■ 

Nota. Mas adelante se dara otra demostracion del teorema 2 estableciendo una 
correspondencia biyectiva entre L(V, W) y J/ mx „(K) de manera que se conserve la 
dimension. (Ver seccion 6.4.) 

* * * 

Con la misma situacion que al comienzo de esta seccion, sean A y A' dos aplicacio- 
nes lineales de V en W. Sean M(A), M(A'), M(A + A ') y M(cA) las matrices de las 
aplicaciones lineales A y A' con respecto a las bases B y B de V y W, respectivamente. 
En estas condiciones se tiene que 


y 


M(A+A') = M(A) + M(A') 
M(cA) = cM(A), celK. 


Estas igualdades expresan que la matriz de la aplicacion lineal «suma» coincide con 
la suma de las matrices de cada una de las aplicaciones y que la matriz de la aplicacion 
lineal cA coincide con el producto de la matriz A por el escalar c. 

Las demostraciones de estos resultados son analogas a las realizadas en la seccion 3 
del capitulo 1 para aplicaciones lineales de IR" en IR m y, por tanto, se dejan para el 
lector. 

* * * 

Con dos matrices se puede definir su producto siempre que concurran circunstan- 
cias favorables. Ei producto de matrices corresponde a la composicion de aplicaciones 
lineales, que definimos a continuacion. 
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Dadas AeL(V\ W) y BeL(W\ X) definimos la composicion de A y B mediante 

(BoA)(v) = B(A(v)). 

Dadas las condiciones impuestas sobre A y B es facil comprobar que 
B°AeL(V-, X). 

Si los espacios V, W y X tienen dimension finita y si denotamos por M(A), M(B) y 
M(B°A) las matrices de A, B y B°A, respectivamente, con respecto a bases de 
antemano fijadas se tiene el siguiente resultado: 

M(B° A) = M(B)-M(A). 

La demostracion es analoga a la dada en la seccion 1.3 para aplicaciones lineales 
entre espacios vectoriales de la forma IR". La repetimos aqui para conveniencia del 
lector. 

Sean {<f f }" =1 , {Tj}j=u {dk}k= i bases de V, W y X, respectivamente. La i-esima 
columna de la matriz de B ° A son las componentes del vector (B ° /l)(ej) con respecto a 
la base por tanto, si escribimos 

A =(a J i) i ”i,j = i , B = (b kj ) k £ uj ”, 

se tiene 

/ m \ m 

B o A(e,) = B(A(e’ i )) = b( £ ajj j = I a^Tj) = 

m / p \ P / m \ 

= I I b kj9k = I I b kj a ji W k 

i=\ \fc = i / fc = i \j = i / 

m 

Esto prueba que £ b kj a }i es el elemento que ocupa el lugar (k, i) de la matriz M(B 0 A)\ 
j= i 

este valor coincide con el valor del elemento que ocupa el lugar (k, i) en el producto de 
matrices M(B) - M(A). 


6.3. CAMBIO DE BASE PARA APLICACIONES LINEALES 

Sean V y W dos espacios vectoriales, sobre el mismo cuerpo, de dimensiones n y 
m, respectivamente. Sea A una aplicacion lineal de V en W con matriz 

*=Wuj'i 

con respecto a las bases B={e j, ..., ~e n } y E={f { , de V y W, respectivamente. 
Si deseamos conocer la matriz A'^fa'ij^u "i de la misma aplicacion A, con 
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respecto a dos nuevas bases B' = {~e(, ~e{,} y B' = { //, ...,/ 2 } de K y Wj respectiva- 

mente, es necesario realizar los cambios de base adecuados en los espacios inicial y 
fmal. 

Para que el lector siga con mayor facilidad el razonamiento, realizamos el siguiente 
diagrama: 


V y = A{x) yy 



Si escribimos xeKde la forma 

x 1 e l + --+x„e n =)? = x' 1 e' 1 + --- + x'„e' n 

e y = A(x) de la forma 

yJi + ---+ym7m=y=y'Jl+---+y'mTm 

los resultados de la seccion anterior, junto con los relativos al cambio de base en un 
mismo espacio vectorial, que se estudiaron en el capitulo anterior, nos permiten 
escribir 



En las igualdades anteriores C y D son las matrices del cambio de base de B a B' y 
de B a B', respectivamente. 
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Sustituyendo (2) en (1) se obtiene 


Puesto que D es una matriz de un cambio de base, posee inversa; por tanto:^ t ' 


= D- l AC 


< < > 
cl r T4 
K + H 
D g Z 
$ O 


Comparando esta expresion con (3) se obtiene 


A' = D~ l AC 


que nos permite calcular la matriz A' de la aplicacion A con respecto a las bases B' y 
E', conocida la matriz A de la misma aplicacion con respecto a las bases B y E y las 
matrices C y D del cambio de base de B a B' y de B a B', respectivamente. 

En muchos casos los espacios inicial y final de una aplicacion coinciden. Si, ademas, 
B y B coinciden y B' y B' coinciden la formula del cambio de base es mas sencilla. 

Si A es la matriz de la aplicacion A e L(V) con respecto a una base B de V, la matriz 
A’ de la misma aplicacion con respecto a una base B' de V esta dada por 

A’ = C~ l AC 

donde C es la matriz del cambio de base de B a B'. 

Observar que, en este caso, \A'\ = \A\, ya que el determinante de un producto de 
matrices es el producto de los determinantes de cada una de ellas. 

Ejemplo A. Una aplicacion lineal A tiene, en una base (ej, ~e 2 } de un espacio 
vectorial de dimension 2, la matriz 


6 -2 


Queremos determinar la matriz de esta aplicacion lineal en la base ~e{ = e' 1 + le 2 , ~e 2 
= 2ej + 3F 2 . Puesto que la matriz del cambio de base es 
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la matriz A' de esta aplicacion en la base {e{, e'j} es 


1 2VV6 — 2\/l 2\ (2 0' 


2 3 \6 -1/12 3/ 10 3 


Ejemplo B. Sea A 


• 03 03 


la aplicacion dada por 


A(x v x 2 , x 3 ) = (x!+x 2 , x 3 , x 2 -x 3 ) 

donde (x 1; x 2 , x 3 ) son las coordenadas de un punto xelR 3 con respecto a la base 
canonica en IR 3 . Sea B' la base {e* 3 , e\, F 2 } que se obtiene permutando los elementos de 
la base canonica. 

Puesto que la matriz de A en la base canonica es 

,11 0 , 


X = (0 0 1 I, 

^O 1 -1 ' 


y la matriz del cambio de base es 


/0 10 
C= 0 0 1 

\1 0 0 


la matriz A’ de A en la base B’ es 


/0 10 
+'=0 0 1 
\ 1 0 0 


1 1 0 \ / 0 1 0 \ 

0 0 1 0 0 1 = 

0 1 -1 / 1 0 0 / 


0 0 1 

1 0 0 

,0 1 0 


0 1 1 


-1 0 1 


10 0= 011 


1 0 1 


1 0 0 


Ejemplo C. Queremos encontrar las ecuaciones de la simetria S con respecto al 
subespacio vectorial K, = {(x, y, z)}/x-y + 2z = 0}, referida a la base canonica de R 3 . 
La estrategia consiste en encontrar en primer lugar una base de IR 3 en la cual la matriz 
de la simetria sea lo mas sencilla posible y a continuacion realizar un cambio de base 
para pasarla a la base canonica. 
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En la base B' = {«i=(l, 1, 0), u* 2 = (0, 2, 1), tT 3 = (l, —1, 2)} determinada por dos 
vectores de V, y un vector, if 3 , perpendicular a el, la matriz S' de S es 


S'= 0 1 0 

\ 0 0 — 1 


ya que S(u,) = iq, S(u 2 ) = u 2 y S(u 3 )= —u 3 . Puesto que la matriz del cambio de base de 
la base canonica a B ' es 


/10 1 

C= 1 2 -1 

\0 1 2 


se tiene que 


Por tanto: 


S' = C -1 SC o S = CS'C 


1 ° 
s= 1 2 


10 0 \ /1 0 


10 1 


0 0-1 


0 1 2 


Asi pues, 


= 1 2 


0 1 -2 


1 -1 


2 = 


/2 1 2 1 2 2 2 2 1 
S(x l9 3 Xl + ?> X2 + 3 X3 ’ + 3 X 2 3* 3 
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donde (x^, x 2 , x 3 ) son las coordenadas de un vector xeR 3 con respecto a la base 


canomca. 


EJERCICIOS (SECCIONES 6.1, 6.2 Y 6.3) 

1. Estudiar cuales de las siguientes aplicaciones son lineales entre los espacios 
vectoriales dados: 


a ) M b : .-/t 2 x2W •— 


dada por M b {A) = AB con B = 


b) S B : ..# 2x2 ( IR)i->,T/ 2x2 ([R) dada por S b (A) = A+B con BeJ( 2x2 (U) fij a - 

c) C B : -# 2x2 ([R)v->,/# 2x2 ([R) dada por C b (A) = AB- BA con B = \ 


d) S: Jf mx „(£)*—> dada por S(A) = ^A + A') donde Sf = {A e J/ nx „(£.)/ A = A‘}. 

e) R: J( lx2 (\ R)h->^„([R) dada por R(A) = AA’. 

f) A: P£ ) [x]i-*.P£ ) |XI dada por A(p(x)) = p(x+ 1). 

g) B: P[? ) [v:]t- + i } S; ) M dada por X(p(x)) = p(x)+ 1. 

2. Sea A: (R 3 i-» R 3 dada por ^(xj, x 2 , x 3 ) = (x! +x 2 , x 3 , Xj +x 3 ). Encontrar la matriz 
de A con respecto a la base canonica. Hallar la imagen mediante A de los siguientes 
subespacios vectoriales de [R 3 . 

a ) = {(xj, x 2 , x 3 )e [R 3 /x! +x 2 + x 3 =0}. 

b) V 2 = {(xj, x 2 , 0)/xi, x 2 e IR}. 

c ) v i = x 2 , x 3 ) = r(l, — 1, l)/t e IR}. 

En cada caso indicar la dimension del subespacio y la dimension de su imagen 
mediante +. 

3. Encontrar las matrices de las siguientes aplicaciones lineales con respecto a las 
bases canonicas de los espacios vectoriales dados: 

a) M b y C B del ejercicio 1 . 

b) A: Pj« 2) [x] ^ R 4 M(p(-x)) = (P(0), p(l), p( 2), p(3)). 

c) A: Pb 3) [x]^Pb 3) [x]M(p(x)) = p(x+ 1). 

4. Respecto de la base canonica en [R 3 hallar las matrices de las siguientes aplicacio- 
nes lineales: 

a) Giro de a grados con respecto al eje z. 

b) Simetria con respecto a la recta x = 0, y = 0. 

c) Simetria con respecto a la recta x = y, z = 0. 

d) Proyeccion sobre el plano x — y + z = 0. 

e) Simetria con respecto a la recta (x, y, z) = f(l, 1, 1). 
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5. La traza de una matriz cuadrada A se define como la suma de los elementos de su 
diagonal principal y se designa por traza(A). Demostrar que la aplicacion 
T: .# mx „([K)i— >[K es lineal. Dar una base de „# mx „([K) y encontrar la matriz de T con 
respecto a esta base y a la base canonica de IK. 

6. Dadas A: !R 3 h->[R 3 mediante A(x u x 2 , x 3 ) = (x 2 , x 3 , 0) y B: R 3 k->[R 2 dada por 
B(x u x 2 , x 3 ) = (.Xj +x 3 , x 2 ) calcular A" = A ° ••• ° A paratodonet^ y B°A. [ Sugerencia : 
encontrar las matrices de + y P.] 

7. Sabiendo que la aplicacion A lleva los vectores 

tf, =(1,0,0), u 2 =(1,1,0) y *r 3 =(l, 1, 1) 
de [R 3 en los vectores 

w,=(2, 1, 2), vv 2 = (3, 1,2) y vv 3 = (6, 2, 3) 

respectivamente, encontrar la matriz de + en las siguientes bases: 

a) La base canonica de R 3 . 

b) La base {u], u 2 , tf 3 }. 

8. Encontrar las ecuaciones de las siguientes aplicaciones lineales realizando cambios 
de base adecuados: 

a) Simetria con respecto a la recta (x, y, z) = f(l, 1, 1). 

b) Proyeccion sobre el plano x-y + z = 0. 

c) Giro de 90° con respecto a la recta x + y = 0, z = 0. 

9. Sea T: Pfc 3, [x]i->Plj 3) [x] tal que P(l) = x 2 + 1, T(x)= -x, P(x 2 ) = x 3 y P(x 3 ) = x 2 
+ x 1. Calcular P(x 2 + 2x+l) y T((x — 2) 2 + x 3 ). Encontrar la matriz de T con 
respecto a la base (1, x, x 2 , x 3 } de P|j 3) [x]. 

10 . Sea AeL(V; W); si V x es un subespacio vectorial de V, la aplicacion A puede 
considerarse como una aplicacion lineal de K, en W; esta aplicacion recibe el nombre 
de restriccion de A a V u y se designa con el simbolo A\V v En los siguientes casos 
encontrar una base del subespacio vectorial dado y la matriz de la aplicacion dada 
restringida a este subespacio con respecto a esta base: 

a) A: R 3 i-> U 2 /A(x u x 2 , x 3 ) = (.X! +x 2 , x 2 +x 3 ) 

Vi = {(xj, x 2 , x 3 )/x! - 2 x 2 + 3x 3 = 0} 

b) A: C 2 i->C 3 /A(z u z 2 ) = (Zi+z 2 , iz 2 , izf 
Ki = {(zi, z 2 )/zi = iz 2 } 

11 . Dada AeL{V) y 2elK, demostrar que el conjunto 

E(X) = {xeV/A(x) = lx} 

es un subespacio vectorial de V. En los siguientes casos encontrar una base de E(X): 
a) A: IR 3 i->[R 3 /,4(xi, x 2 , x 3 ) = (-2x 15 -x 2 , — x { +x 3 ), A=— 1. 
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b ) A: 


tal que 


A(x u x 2 , x 2 , x 4 ) = 


0 1 -1 

0 0 1 

0 0 0 


1 = 2 - 2 = 1 ; 2 = 0 


c) A: C 3 i->C 3 M(z 1? z 2 , z 3 ) = (2z!+z 3 , -z 2 , -3z!-z 3 ); 2 = e3 . 

12 . Sea 66„(K) el espacio vectorial de las matrices simetricas de orden n con elementos 
en el cuerpo IK. Defmimos 

T: Ji nxn ( K)^<f n (K) 

1 

mediante T(A) = -(A + A'). 

a) Encontrar una base de £6 n (K). 

b) Encontrar la matriz de T con respecto a la base canonica de .Ti nxn (K) y a la base 
de £6 n (K) encontrada en a). 

13 . Sea T una aplicacion lineal de K" en R m ; demostrar que T transforma variedades 
fc-dimensionales de R" en variedades /-dimensionales de IR m , con l^k. En las siguientes 
aplicaciones lineales hallar la imagen de las variedades lineales dadas: 

a) T: [R 2 i — »• [R 3 dada por T(x u x 2 ) = (x! +x 2 , x 1( x 2 ) y 

M = {xi=x 2 /x u x 2 g[R} 

b) T: [R 3 h->(R 3 dada por la matriz 

I 1 0 l\ 

T = -1 1 0 

, 0 i 1 / 

y M = {(xj, x 2 , x 3 )/x! — 2x 2 +x 3 = 4}. 


14 . Sea V el espacio vectorial de las funciones reales de variable real generado por 
sen x y cos x. Calcular el determinante de la aplicacion «derivacion» definida en V. 


6.4. APLICACIONES LINEALES INYECTIVAS Y SUPRAYECTIVAS. 

NUCLEO Y RANGO DE UNA APLICACION LINEAL 

Sean V y W dos espacios vectoriales sobre el mismo cuerpo K y A una aplicacion 
lineal de V en W. Recordamos que A es inyectiva si A(x) = A(j) implica x=y; la 
aplicacion A es suprayectiva si para todo y* e W existe xeV tal que A(x) = y o 
equivalentemente A(V) = W, donde A(V) denota la imagen de Fmediante A; finalmente, 
recordamos que A es biyectiva si es a la vez inyectiva y suprayectiva. 
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En el caso de aplicaciones lineales cada uno de los tipos anteriores recibe un 
nombre especial: una aplicacion lineal inyectiva recibe el nombre de monomorfismo; si 
la aplicacion lineal es suprayectiva se le da el nombre de epimorfismo; finalmente, si la 
aplicacion lineal es biyectiva se dice que es un isomorfismo. 

E1 objetivo de esta seccion es encontrar condiciones sencillas que sirvan para 
determinar si una aplicacion lineal es de cualquiera de los tipos anteriores. 

Comenzamos con las aplicaciones lineales inyectivas. Para ello necesitamos definir 
el concepto de nucleo de una aplicacion lineal; dada una aplicacion lineal 

A: Vh^W 

defmimos el nucleo de A, que se denota mediante ker ( A), como el conjunto de todos 
los TeV tal que A(tT)=0; es decir: 

ker(A)= {T e V/A(T) = 0}. 

Nota. En algunos textos se utiliza N(A) en lugar de ker(A); la notacion 
ker(A) es la que se utiliza en toda la literatura matematica inglesa; esta notacion 
viene de la palabra inglesa kernel, que significa «nucleo». 

E1 subconjunto ker(A) no es nunca vacio, ya que 0 eker(d); esto se deduce de que 
A((^) = (), como se ha demostrado en la seccion 6.1. E1 subconjunto ker(A) es, ademas, 
un subconjunto distinguido de V; se tiene el siguiente resultado: 

ProposiciOn 1 

Si A: Vh-r W es una aplicacion lineal entre espacios vectoriales, ker(A) es un 
subespacio vectorial de V. 

Demostracion. Si x e y son elementos de ker(A) se tiene que A(x )= 0 y A(y)= 0; 
por tanto: 

A(x + y ) = A(x ) + A(y) = () + 0 = 0 

de donde deducimos que x+yeker(A). Si xeker(A) y celK se tiene que 

A(cx) = cA(x) = c • 0 = 0 

de donde se deduce que c3C e ker (A). Estos dos resultados prueban la proposi- 
cion. ■ 

ProposiciOn 2 

Una aplicacion lineal A: Vr->W es inyectiva si y solo si ker(A) = {0}. 
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Demostracion. Supongamos que A es inyectiva; si x eker(A) se tiene j4(5f)=0; 
puesto que A es lineal, /1(0) = (T, y, por tanto, podemos escribir 

/l(x) = 0 = ^(0). 

Puesto que A es inyectiva, x = 0; esto prueba que 

ker (/!) = {()} 

Supongamos ahora que ker(/l) = {0} y probemos que A es inyectiva. Si A(x)=A{y ), 
se tiene que 

A(x -y) = A(x)~ A(y) = ~$ 

por tanto, x — ~y eker(/l); como ker(/l)={0} deducimos que x — y =(J, o equivalente- 
mente, x =~y, que era lo que deseabamos demostrar. ■ 

Ejemplo A. Para estudiar si +:IR 2 h-*-[R 3 dada por A(x u x 2 ) = (2x! +x 2 , 
.X! + 2 x 2 , 3x t ) es una aplicacion lineal inyectiva hemos de encontrar ker(A). Si 
(xj, x 2 )eker(/l) hemos de tener A(x u x 2 ) = (0, 0, 0); esta igualdad se transforma en 

2x t +x 2 = 0 | 

Xj +2x 2 = 0 
3xj =0 ) 


que es un sistema homogeneo de tres ecuaciones y dos incognitas. Puesto que la matriz 
de sus coeficientes tiene rango 2, que coincide con el numero de incognitas, la unica 
solucion posible es la trivial x!=x 2 =0. Por tanto, ker(A)={(0, 0)} y A es inyectiva. 

Ejemplo B. Tratemos de encontrar el nucleo de la aplicacion T: R 5 h-*!R 3 , cuya 
matriz es 

I 111 1 1 \ 

T= 0 1 0 -1 1 . 

\l 0 1 2 0/ 

Se trata, por tanto, de encontrar todos los vectores x =(x t , x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) tal que 

Xj + x 2 + Xji + x 4 + x 5 = 0 
x 2 — x 4 + x 5 =0 
Xi +x 3 + 2x 4 = 0 
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E1 rango de la matriz de los coeficientes de este sistema es 2 (observar que la tercera 
ecuacion es combinacion lineal de las dos primeras). Utilizando las dos primeras 
ecuaciones e introduciendo los parametros x 3 = c u x 4 = c 2 , x 5 = c 3 tenemos que 



= Cl (— 1, 0, 1, 0, 0) + c 2 (-2, 1,0, 1, 0) + c 3 (0, -1,0,0, 1) 


que son las ecuaciones parametricas de ker(T). Observar que el nucleo de esta 
aplicacion tiene dimension 3. 

* * * 

Supongamos ahora que la aplicacion lineal A es suprayectiva, es decir, que + es un 
epimorfismo; en estas condiciones se ha de cumplir que A(V)=W, donde A(V) es la 
imagen de V mediante la aplicacion A. 

E1 conjunto A(V) recibe el nombre de imagen de A, y se designara, de ahora en 
adelante, mediante img(A). Por tanto, A es suprayectiva si y solo si 

img(+)= W 

Por la proposicion 3 de la seccion 6.1 sabemos que la imagen de cualquier 
subespacio vectorial de V es un subespacio vectorial de W; en particular, img( A), que 
es la imagen de V mediante A, es un subespacio vectorial de W. 

EJEMPLO C. Queremos encontrar la imagen de la aplicacion T del ejemplo B y 
decidir si es suprayectiva. La estrategia mas sencilla es observar que la imagen de una 
base cualquiera de IR 5 es un sistema de generadores de img(T); si B={T U ~e 2 , ~e 3 , T 4 , F 5 } 

5 

es una base de R 5 y weimg(T) existe v = £ vjejeU 5 tal que T(tf) = w; asi pues, 

j=i 


^ i vfij = i v jm 

con lo cual queda probado el resultado. (Relacionado con este resultado, ver el 
problema 9 al final de esta seccidn.) Por tanto, 

T( Cl ) = ( 1, 0, 1), T(c 2 ) = (l. 1, 0), T(c 3 ) = (1, 0, 1), 

T(T 4 ) = (1, -1,2), T(c 5 ) = (l, 1,0) 
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son un sistema de generadores de img(T); de este sistema de generadores es necesario 
extraer el mayor numero de ellos iinealmente independientes, y asi podremos encontrar 
img(T). Puesto que la matriz que tiene a estos vectores por columnas es T y ya 
sabemos que T tiene rango 2, solamente es posible encontrar dos vectores linealmente 
independientes. Podemos tomar 

img(T) = L((l, 0, 1),(1, 1,0)). 

Debido a que img(T) tiene dimension 2, llegamos a la conclusion de que T no es 
suprayectiva. 

Si queremos encontrar las ecuaciones cartesianas de img(T) hemos de eliminar los 
parametros c^ y c 2 de las ecuaciones 

0>i, y 2 » y3) = Ci(l. 0, l) + c 2 (l, 1, 0). 

Asi pues, 


c 2 = y 2 

ci =y 3 


De aqui deducimos y 2 + y 3 = y i sin mas que sustituir las dos ultimas ecuaciones en la 
primera. 


* * * 


En los ejemplos B y C se observa la siguiente relacion entre las dimensiones del 
nucleo de T y de su imagen: 


dim (ker ( T)) + dim (img ( T)) 


coincide con la dimension del espacio inicial de T 

Este resultado es cierto en un contexto mas general; le enunciaremos y demostrare- 
mos a continuacion. Despues obtendremos algunas de sus consecuencias relacionadas 
con las aplicaciones lineales inyectivas y suprayectivas. 


TEOREMA 3 

Sean V y W dos espacios vectoriales de los cuales V es de dimension finita y 
sea A: V\ -+W una aplicacion lineal. Entonces, 

dim (ker (A)) + dim (img (/!)) = dim (V) 

Demostracion. Sea k = dim (ker (A)) y n = dim(E). Elegimos una base (Tj, ..., de 
ker(/l) y la completamos con vectores tf* +1 , ..., tf„ hasta obtener una base de V Es 
suficiente probar que B = {A(v k + 1 ), ..., A(v n )} es una base de img(/l), ya que entonces 


dim (ker (A)) + dim (img (A)) = k + (n — k) = n = dim (V). 



Esto implica que el vector £ c,Tjeker(/l). Puesto que ker(+) esta generado por los 

j = k+ 1 

vectores cj, ..., ~v k podemos escribir 

n 

C k+1 V k+1 + ---+C n V„= X CjVj = C 1 V 1 + ---+C k V k . 
j = k + 1 

Puesto que (Tij, ..., ~v„} es una base de V la igualdad anteriorjsolamente es posible si c x 
= ••• =c k = c k+ ! = ••• = c„ = 0. En particular, la igualdad (1) solamente es cierta cuando 
todos los Cj son nulos. Se termina asi la demostracion del teorema. ■ 

Para deducir algunos corolarios de este teorema es necesario hacer uso del concepto 
de rango de una matriz estudiado en los capitulos 1 y 2. 

Sea A una aplicacion lineal entre los espacios vectoriales V y W, ambos de 
dimension finita n y m, respectivamente. Sea A la matriz de la aplicacion lineal A en dos 
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bases cualesquiera de V y W; para encontrar el nucleo de A es necesario resolver el 
sistema homogeneo 


A 


*i\ /o\ 

xj \ 0 / 


donde x u ..., x„ son las coordenadas de un vector de V con respecto a la base elegida. 
Debido a la proposicion 3 de la seccion 1.2 (capitulo 1) este sistema posee n-r(A) 
soluciones linealmente independientes que generan todas las restantes, donde r(A) 
denota el rango de la matriz A. 

Podemos, por tanto, concluir que 


En particular, una aplicacion lineal de IR 3 en R 2 no puede ser inyectiva y una 
aplicacion lineal de R 3 en R 4 no puede ser suprayectiva. 

* * * 

Para terminar esta seccion estudiamos las aplicaciones lineales biyectivas o isomor- 
fismos entre espacios vectoriales. Supongamos que V y W son espacios vectoriales de 
dimension finita, y que A es un isomorfismo entre ellos. Del corolario anterior 
deducimos que 


dim ( V) = r( A) — dim ( W) 

Otras consecuencias sencillas de algunos resultados anteriores se recogen en el 
siguiente teorema. 


dim (ker (/!)) = dim ( V) — r(A). 

Comparando esta igualdad con el teorema 3 se deduce que 

dim(img(zl)) = r(/l). 

Puesto que img(/l) no depende de las bases que se elijan en V y W para encontrar 
su matriz, de la igualdad anterior se deduce que todas las matrices de la aplicacion A 
tienen el mismo rango. Podemos, por tanto, definir el rango de una aplicacidn lineal A, 
que seguiremos escribiendo mediante r(A), como el rango de una cualquiera de sus 
representaciones matriciales. 

Una vez hechos estos comentarios el lector no tendra ninguna dificultad en 
demostrar los siguientes resultados: 

COROLARIO 

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita y A: Vh->W una 

aplicacion lineal. Entonces: 

a) A es inyectiva si y solo si r(,4) = dim ( V). 

b) A es suprayectiva si y solo si r(A) = d\m(W). 


EJEMPLO D. Supongamos que V y W son espacios vectoriales de dimension finita 
y A: Vi—> W una aplicacion lineal. 

Si A es inyectiva, ker(4)={0} y, por tanto, dim(K) = dim(img (/!)); como img(rl) es 
un subespacio vectorial de W concluimos que 

dim(F) dim^fk) 

Si A es suprayectiva, del teorema 3 se deduce que 

dim ( V) f dim (img (X)) = r(A) = dim ( W) 


TEOREMA 4 

Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita n y sea 4: V W una 
aplicacion lineal. Las siguientes condiciones son equivalentes: 

a) A es biyectiva. 

b) A es inyectiva. 

c) ker(/l) = {()}. 

d) A es suprayectiva. 

e) E1 rango de A es n. 


Demostracidn. Entre b), c), d) y e) se tienen las siguientes equivalencias: 


b) 


Prop. 2 
O c) 


Cor. 0 


e) 


Cor. 


d) 


Por tanto, todas ellas son equivalentes entre si. 

Finalmente, a)=>b), ya que toda aplicacion biyectiva es inyectiva y puesto que b) y 
d) son equivalentes en este contexto y ambas implican a) se tiene que a) y b) son 
equivalentes. Esto termina la demostracion. ■ 

Diremos que dos espacios vectoriales cualesquiera son isomorfos si podemos 
encontrar un isomorfismo entre ellos. Para que esto ocurra entre espacios vectoriales 
de dimension finita ya sabemos que ambos han de ser de la misma dimension. E1 
reciproco tambien es cierto. 


Teorema 5 — 

Dado cualquier numero natural n, todos los espacios vectoriales de dimen- 
sion n sobre un mismo cuerpo son isomorfos. 
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Demostracion. Sean V y W espacios vectoriales de dimension n sobre el mismo 
cuerpo y sean B = {tTj, T7 n } y 5={w„ ..., vv„} bases de V y W, respectivamente. 

Para definir el isomorfismo A entre V y W basta definirlo sobre los elementos de la 
base B: 

A(Vj)=Wj, j = 1, 2, ..., n 

Por el teorema 5 de la seccion 6.1 A se extiende a una aplicacion lineal de V en W. 
Puesto que r(A) = n, ya |ue B es una base de W, del teorema anterior deducimos que A 
■es un isomorfismo. ® 

Ejemplo E. 1) Todos los espacios vectoriales reales de dimension n son isomorfos 
a R" y todos los espacios vectoriales complejos de dimension n son isomorfos a C". En 
general, todos los espacios vectoriales de dimension n sobre un cuerpo IK son 
isomorfos a IK". 

2) Los espacios vectoriales ^ 2x2 (K), P^ 3) [x] y R 4 son isomorfos entre si. 

Ejemplo F. Sean V y W espacios vectoriales de dimension n y m, respectiva- 
mente, sobre un mismo cuerpo IK. Deseamos probar que los espacios vectoriales 

J^mxM) y U.V\ w ) 

son isomorfos. Puesto que V es isomorfo a IK" y W es isomorfo a lK m es suficiente con 
encontrar un isomorfismo entre 

.,# mxn (K) y. L((K"; IK m ) 

(ver el problema 10 al final de esta seccion). La eleccion mas natural de este isomorfis- 
mo es la siguiente: dada A e J( m x „ defmimos 



para todo (z„ z 2 , ..., z„)e IK". Observar que F(A) es la aplicacion que tiene como matriz 
A en las bases canonicas de IK" y IK m y, por tanto, F(.4)eL(IK"; IK m ). 

Es necesario probar que F es un isomorfismo; como F es claramente una aplicacion 
lineal, hemos de probar que es biyectiva. Comenzamos encontrando su nucleo. si F(A) 


= 0 se tiene que 



para todo z* =(zj, ..., z„)e IK"; eligiendo z = e}, j= 1, 2, ..., n, deducimos que — 0 para 
todo i= 1, 2, ..., m; por tanto, A coincide con la matriz cero, que es por tanto el uni- 
co elemento del nucleo de F. 
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Finalmente, hemos de probar que F es suprayectiva; dada una aplicacion lineal A 
de IR m , con matriz M(A) con respecto a las bases canonicas, basta observar que 

F(M(A)) = A 

Puesto que los espacios ,J( mXn (K) y L(V; W) son isomorfos y J( mXn (K) tiene 
dimension m x n deducimos que 

dim (L(V; W)) = dim(J( mXn (K)) = m x n 

Hemos dado otra demostracion del teorema 2 de la seccion 6.2. 

* * * 

Observacion. Supongamos que A es un isomorfismo entre dos espacios 
vectoriales V y W de dimension n; debido al teorema 4 su rango es n y, por tanto, 
la matriz M(A) de A en cualesquiera bases de V y W es invertible. La inversa de 
M(A) es la matriz de la aplicacion inversa de A. 


EJERCICIOS 6.4 

1. Dadas las siguientes aplicaciones lineales encontrar las ecuaciones parametricas del 
nucleo y la imagen comprobando en cada caso la ecuacion 

dim(ker) + dim(img) = dimension del espacio inicial 

e indicar si son inyectivas o suprayectivas: 

i a) /1: R 3 1 — »• R 3 /d(xj, x 2 , x 3 ) = (xj +x 3 , x 2 , Xj +x 2 + x 3 ). 

b) B: C 2 i— *-C 2 /-B(zj, z 2 ) = (izj+z 2 , Zj + iz 2 ). 

c) C: R 2 1 —* R 4 /C(xj, x 2 ) = (xj, Xj +x 2 , 2x l5 Xj +2x 2 ). 

d) D: C 3 *-*C 3 /D tiene como matriz 



1 0 
1 2 


i -1 0) 


2. Describir el nucleo y la imagen de las siguientes aplicaciones lineales, indicando si 
son inyectivas, suprayectivas o biyectivas: 

a) M b : ,# 2x2 (R)i-*^# 2x j(R) tal que M b (A) = AB con 


*-(-! 
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b ) C B : .M 2 x 2 (R) Ji 2 >, 2 (R) tal que C b (A) = AB-BA con 



c) A: P'k’M i— tal que /l(l) = x 2 + l, A(x) = x + 2, A(x 2 ) = x 3 -x y X(x 3 )=l. 

d) La aplicacion derivacion de P)f[x] en Pfe _1) [x]. 

3. Describir el nucleo y la imagen de la aplicacion lineal traza e indicar las dimensio- 
nes de cada uno de ellos. (La definicion de la aplicacion traza se ha dado en el 
problema 5 de la seccion anterior.) 

4. Dada AeL(V; W), demostrar los siguientes resultados: 

a) A 2 = A°A = 0 si y solo si imgf4)eker(/l). 

b) kerf4) <= ker(/l 2 ) <= ker(/l 3 ) <= ••• <= ker(A "~ 3 ) <= ker(X") <= • ■• 

c) img(/l) => img(/l 2 ) => img(y4 3 ) => ■■■=> img(A n ~ J ) 3 img(/T) => ••• 

5. Construir aplicaciones que sean isomorfismos entre los siguientes pares de espacios 
vectoriales: 

a) C 5 y R 10 . 

b) Pb n, [x] y C" + 1 . 

c) J( ix2 (U) y R 6 . 

6. Sea A: Vh-*W una aplicacion lineal y V t un subespacio vectorial de V; denotare- 
mos por A\ Vi la restriccion de A a V x . Demostrar que: 

a) ker(.4| Vl ) = (ker(/4))n V y 

b) img/l = img(/l| Kl ) si K!+ker(/4)=K 

7. Sean AeL(V; W) y BeL(W; X). 

a) Demostrar que img(B°/4) c img(P) y que ker(P°/l) => ker(/4). 

b) Demostrar que r(B ° A) ^ r(A) y r(B ° A) r(B). 

8. Sea V un espacio vectorial de dimension n y W un espacio vectorial arbitrario. 
Dados dos subespacios vectoriales V t de V y W t de W tal que 

dim V x + dim W t =n 

demostrar que existe una aplicacion lineal A:V\—*W tal que ker(/4)=F! e img(/l) 
= W V 

9. Sea A un isomorfismo de los espacios vectoriales V y W, ambos de dimension 
finita. Demostrar que toda base de V se transforma en una base de W. 

10 . Sean V y W espacios vectoriales de dimensiones n y m, respectivamente. Demos- 
trar que L(V; W) es isomorfo a L(K n ; K m ). 

En los siguientes problemas V y W son espacios vectoriales de dimension finita. 


11 . Sea AeL(V; W) una aplicacion lineal inyectiva; demostrar que toda base de V se 
transforma mediante A en un conjunto de vectores linealmente independientes. 
Deducir de este resultado que si existe una aplicacion lineal inyectiva entre dos 
espacios vectoriales V y W de dimension finita, se ha de tener dim(K)£dim(kL) (ver 
ejemplo D). 

12 . Sea A'eL(V; W) una aplicacion lineal suprayectiva; demostrar que toda base de 
V se transforma mediante A' en un sistema de generadores de W. Deducir de este 
resultado que si existe una aplicacion lineal suprayectiva entre dos espacios vectoria- 
les V y W de dimension finita, se ha de tener dim(K) ^ dim(lL) (ver ejemplo D). 

13 . Dar un ejemplo de espacios vectoriales V y W y aplicaciones lineales A y 
A'eL(V; W) y una base B de V tal que: 

a) A sea inyectiva y A(B) no sea base de W. 

b) A' sea suprayectiva y A'(B ) no sea base de W. (Ver los problemas 11 y 12.) 

14 . Sea A un isomorfismo de V en W. a) Demostrar que toda base de V se transforma 
en una base de W mediante A. b) Demostrar que toda base de W se transforma en una 
base de V mediante A~ l . Deducir de a) o de b) que si V y W son isomorfos, dim V 
= dim W. 


6.5. ESPACIO DUAL DE UN ESPACIO VECTORIAL 

Dado un espacio vectorial V sobre un cuerpo IK, podemos considerar el conjunto 
U(V: K) de todas las aplicaciones lineales de V en el espacio vectorial IK. Observese 
que IK es un espacio vectorial de dimension 1 sobre IK. 

Este espacio ha sido estudiado con mayor generalidad en la seccion 6.2. En 
particular, el teorema 1 de la seccion citada nos permite concluir que L(V; IK) es un 
espacio vectorial sobre IK. Este espacio vectorial recibe el nombre de espacio dual del 
espacio vectorial V y se utiliza comunmente el simbolo 

V*, 

en lugar de L(V; IK), para indicarlo. Por tanto, V* es el espacio vectorial de todas las 
aplicaciones lineales de V en IK. 

Los elementos de V* son aplicaciones lineales y, por tanto, se indicaran con letras 
mayusculas. Algunos autores prefieren utilizar letras minusculas seguidas de una * en 
la parte superior derecha, tal como v*, e*, etc. La primera de estas notaciones sera la 
que se utilice en el teorema que se enuncia en esta seccion. 

Si V es un espacio vectorial de dimension finita n, del teorema 2 de la seccion 6.2 se 
deduce que el espacio dual V* tiene dimension n. E1 siguiente teorema exhibe una base 
B* asociada de manera unica y natural a una base fijada B de V Observese que la 
demostracion de un teorema mas general, que incluye a este, se ha dado en la seccion 
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6.2 (teorema 2): ^icluimos la demostracion porque este caso particular puede servir para 
aclarar el caso mas general anteriormente descrito. 


Teorema 1 . — 

Sea V un espacio vectorial de dimension finita n y B = {~e u ~e 2 , ..., ~e„} una 
base de V. Existe una unica base 

B* = {E U E 2 , ..., E n } 

de V* tal que £,(e|)= 1 para todo i=l, 2, ..., n, y E/e)) = 0 si i'#j. La base B* se 
denomina base dual de B. 


Nota. La propiedad de B* enunciada en el teorema se escribe mas facil- 
mente utilizando el simbolismo denominado de la delta (d) de Kronecker que se 
ha introducido en la demostracion del teorema 2 de la seccion 6.2. Recordemos 
que Sji, j, ieN, es un numero definido como sigue: 

f i si i=j 
Jl |0 si I#;'. 

Con esta notacion los elementos de la base dual de B satisfacen 


Ej(e~i) = Sji, j, i=\, 2, ..., n. 

Demostracidn. Para j= 1, 2, ..., n definimos Ej de la siguiente manera: dado ~v 

n 

— Yj v jCj e V tomamos 

i= 1 

Ej(v) = Vj 

es decir, la j-esima coordenada de ~v en la base B. 

Es facil comprobar que EjS V* para todo j= 1, ..., n, y que Ej satisface la propiedad 
requerida en el teorema. 

Unicamente falta demostrar que B* = {E U E 2 , ..., £„} es una base de V*. 

Si tenemos una igualdad de la forma 

t‘jEj = 0 

i= i 

donde 0 representa la aplicacion lineal nula, se tiene que 


X CjEj(ei)=0 

i= i 
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para todo i= 1, 2, .... n. Por tanto, c, = 0, / = 1, 2, ..., n, ya que EjCej) es no nulo 
solamente si j=i. Esto prueba que B* es un conjunto de apiicaciones lineales lineal- 
mente independientes. 

Finalmente, dada AeV* se tiene que 

A=t MejEj 

j= i 

n 

ya que si ~v= X ^jej tenemos que 
j= i 

X A (^j)Ej(v)= X A ( r j) v j= X A (Vj?j) = A ( X ue,) = /l(F). 

j=i j=i j= i \j = i / 

Por tanto, B* es un sistema de generadores de V* y queda totalmente demostrado el 
teorema. ■ 

Ejemplo A. Tratemos de encontrar la base dual de la base canonica B 
= {'e 1 , ~e 2 , ~e 3 } de IR 3 . La aplicacion lineal E x satisface 

£,(?*!)= 1, £ 1 (^ 2 ) = 0, £,(^ = 0 


Por tanto, £i(x,, x 2 , x 3 ) = £i(XiF, +x 2 'e 2 -l-X 3 e' 3 ) = x 1 . 

De manera similar se concluye que 

£ 2 (xi, x 2 , x 3 ) = x 2 y £ 3 (xi, x 2 , x 3 ) = x 3 

Ejemplo B. Sea £ = {ifi=(l, 1, 0), u 2 =(0, 1, 1), tf 3 = (l, 0, 1)} una base de R 3 ; 
queremos encontrar la base dual, B*, de B. Denotemos por U u U 2 , U 3 los elementos 
de B*. Por definicion de B* tenemos que 

Ui(uj)=l, U i(u" 2 ) = 0, U i(u* 3 ) = 0. 

Por tanto, 

U S&j +^ 2 )= 1, U 1 (~e 2 + ~e 3 ) = 0, U 1 (e 1 +~e 3 ) = 0. 

Debido a la linealidad de U x tenemos que 

UjeJ + U ,(?,)= 1 | 
l/i(e 2 )+t/i(c 3 ) = 0 
U 1 (e 1 )+U ife 3 ) = 0 ) 

Resolviendo este sistema se obtiene 

Ui(ci)=[/i(r 2 )=^, i/i(f 3 )=-^. 
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Por tanto, 

1 1 1 

U i(Xi, X 2 , X3) “Xj ~t~~x 2 ~ — x$- 


De manera similar se obtienen los otros dos elementos de la base B *: 

1 1 1 

U 2 (x 1 , x 2 , x 3 )= 2 Xl ~^2^ 2 ~^2 X3 

1 1 1 

U 3 (x lt x 2 , x 3 )--x 1 --x 2 +-x 3 


* * * 


EJERCICIOS 6.5 

1. Encontrar la base dual de S = {tr x — (1, 2, 1), u" 2 = (0, 1, 1), tf 3 =(l, 1, 1)} en IR 3 . 

2. Encontrar la base dual de B = { 1, x+ 1, x 2 -2, x 3 -x 2 } en el espacio vectorial 
Pll’M de todos los polinomios de grado no superior a 3. 


CAPITULO 7 


VALORES Y VECTORES 
PROPIOS. FORMA DE JORDAN 


7.1. Introduccion 

7.2. Subespacios invariantes. Valores y vectores propios de una aplicacion 
lineal 

7.3. Forma de Jordan de matrices de orden 2 

7.4. Forma de Jordan de matrices de orden 3 

7.5. Aplicaciones lineales y subespacios invariantes 

7.6. Teorema de clasificacion de Jordan 

7.7. Obtencion de la forma de Jordan de una matriz 

7.8. Forma de Jordan real de matrices reales con autovalores complejos 

7.9. E1 teorema de Cayley-Hamilton 


7.1. INTRODUCCION 

En el ejemplo A de la seccion 6.3 se demostro que si la aplicacion lineal A tiene 
como matriz 



con respecto a una base {e u e 2 }, la misma aplicacion A con respecto a la base e) = z\ + 
+ 2Y 2 , Jj,' = 2zi + 3T 2 tiene como matriz 



Tenemos, pues, que A' = C ^AC o equivalentemente A = CA'C ‘, donde C es la matriz 
del cambio de base. N 
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La matriz de la apiicacion lineal A en la base {~e\, ~e' 2 } es mucho mas sencilla que 
correspondiente en la base {c' 1 , T 2 j- La matriz A' es diagonal. A la vista de este ejemplo 
podemos preguntarnos si, dada una aplicacion lineal A, siempre puede encontrarse un 
cambio de base de manera que la matriz de A con respecto a la nueva base sea 
diagonal. 

Un ejemplo muy sencillo nos hace perder la esperanza de resolver afirmativamente 
esta pregunta: la matriz 


no puede diagonalizarse. 


En efecto, supongamos que existe una matriz C = I ^ j de cambio de base, con 


determinante |C|, tal que 


C _1 AC = A' = 


Tenemos, pues, que 

faa bf}\ 1 / d -b\_ 1 fada-bcf} -abct+ab/3 
= yca dp)\C\\-c a )~\C\\cdct-cdp -bcct + adf} 

Comparando la primera y la ultima de estas matrices se tiene: 


1= — (ada — bcf}) (1) 

\C\ 

0 = — cd( a — /}) (2) 

|C| 

1=— ab(-a + f}) (3) 

\C\ 

\=—(-bca + ad/}) (4) 

|C| 

De (2) se deduce que o bien c = 0, o bien d = 0, o bien a = fi. Si c = 0, de (1) y (4) se 
deduce que a = \C\/ad=P, y sustituyendo esto en (3) se obtiene la contradiccion 1 =4). Si 
d = 0 se obtiene la misma contradiccion mediante un razonamiento semejante. Final- 
mente, si a = P, (3) es claramente una contradiccion. 
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A pesar de que no todas las matrices son diagonalizables, el objetivo de este 
capitulo es encontrar la forma «mas sencilla» en que una- matriz dada puede transfor- 
marse mediante un cambio de base; esta forma «mas sencilla» se denominara matriz de 
Jordan de la matriz dada. (E1 nombre se debe al matematico Camille Jordan — Lion, 
1838-Milan, 1922 — , que ayudo a comprender la clasificacion de las aplicaciones 
lineales.) 

No solo puede utilizarse la forma de Jordan de una matriz para clasificar las 
aplicaciones lineales en un espacio vectorial, sino que podemos utilizarla para realizar 
operaciones con matrices. Como ilustracion tratemos de encontrar la sexta potencia de 
la matriz 



Debido al ejemplo A de la seccion 6.3 podemos escribir: 


/2 0 \ , /12 

A = C{ C" 1 con C = 

\0 3/ \ 2 3 


Entonces: 



7.2. SUBESPACIOS INVARIANTES. VALORES Y VECTORES 
PROPIOS DE UNA APLICACION LINEAL 


Dado un espacio vectorial V y una aplicacion lineal A: Vi—> V, es decir, AeL(V), un 
subespacio vectorial W de V se llama invariante respecto a A si A(W) c W, es decir, la 
imagen A(x ) de todo vector x e W es un elemento de W. 

Ejemplo A. Sea AeL(IR 2 ) una aplicacion lineal en IR 2 cuya matriz respecto de 
una base {e u F 2 } de R 2 esta dada por 
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Entonces, W x = {xie x lx x e R} y fE 2 = {x 2 e 2 /x 2 eR} son invariantes respecto de A. 
En efecto, 

J 4(x 1 e 1 ) = x 1 A(? 1 ) = x 1 (2e 1 ) = (2x 1 )e , 1 e ffj 

y 

A(x 2 ? 2 ) = x 2 A(e 2 ) = X 2 e 2 e W 2 . 

Ejemplo B. Sea R x una rotacion de angulo a # 0 en IR 3 con respecto al eje Oz. 
Geometricamente se observa que ei plano xOy y la recta Oz son invariantes con 
respecto a esta aplicacion. Para comprobar algebraicamente que el plano xOy es 
invariante observar que la matriz de R„ con respecto a la base canonica de R 3 es 

I cos a — sen a 0 \ 

R = sen a cos a 0 . 

\ 0 0 1 / 

Si x ^x^+x^ es un elemento del plano xOy se tiene que 

I cosa -sena 0\/xj\ j x x cos a -x 2 sen a \ 

sena cosa 0 x 2 = x x sen a +x 2 cos a 

0 0 1 /\ 0 / \ 0 / 


y, por tanto, 


R x (x ) = (Xi cosa -x 2 sen a)e t +(x, sen a +x 2 cos a)? 2 


que es de nuevo un elemento del plano xOy. 

Ejemplo C. Sea P la proyeccion ortogonal de [R 3 sobre el plano xOy x todo plano 
7i que contiene al eje Oz es invariante. En efecto, como la matriz de P es 


/10 0 
P= 0 1 0 
\0 0 0 
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con respecto a la base canonica, y los elementos de n son de la forma v =x{e x + Xx{e 2 
+ x 3 ? 3 , X e IR, tenemos que 

/l 0 0\ / x x \ / Xj 

.P(F)= 0 1 0 Xx x = Xx x 
\0 o 0 /\x 3 / \ 0 

E1 elemento x{e x +Xx{e 2 es de nuevo un elemento del plano n. Otros subespacios 
invariantes de esta proyeccion ortogonal son el plano xOy, el eje Oz y cualquier recta 
del plano xOy que pase por el origen de coordenadas. 

* * * 

Para cualquier aplicacion lineal A e L(V) el subespacio E = {0 }, formado solo por el 
elemento nulo, es invariante ya que +(0)= 0 y el propio espacio vectorial V es tambien 
invariante. 

PROPOSICI6N 1 — — 

La interseccion y la suma de subespacios invariantes respecto de una 
aplicacion lineal AeLJ(V) son subespacios invariantes respecto de A. 

Demostracion. Sean W u W 2 subespacios vectoriales de V que son invariantes 
respecto de A; si x e W x n W 2 se tiene que xeW x y x e W 2 ; como W x y W 2 son 
invariantes tenemos que -4(x)e W x y A(x )e W 2 ; asi pues, A(x)eW x n W 2 . Esto prueba 
que W x n W 2 es invariante. 

Sea ahora x =x x + x 2 eW x + W 2 ; como A es lineal y W u W 2 son invariantes 
respecto de A, se tiene que 

A(x ) = A(x x +x 2 ) = A(x x ) + +(x 2 ) eW x + W 2 

con lo que se demuestra que W x + W 2 es tambien invariante. E1 razonamiento es similar 
si se consideran mas de dos subespacios vectoriales. ■ 

Si W es un subespacio vectorial de V, de dimension 1, y es invariante respecto de 
una aplicacion lineal AeL{V) tenemos que si x e W, no nulo, A(x) = Xx; si f es otro 
vector de W, f = ctx con a e K; asi pues, 

A(f ) = A(txx)= a A(x) = x(Xx) = X(ax ) = Xf 

y, por tanto, satisface la misma ecuacion que x. 

Esto nos conduce a la siguiente definicion: 

DEFINICI6N 2 (Valores y vectores propios) 

Un vector x #0 de un espacio vectorial V sobre IK se llama vector propio de 
una aplicacion lineal AeL(V) si existe un escalar XeK tal que A(x) = Xx; este 
numero X se denomina valor propio de la aplicacion A correspondiente al vector 

3T. 
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Nota. Otra nomenclatura que se utiliza para vectores propios y valores 
propios es la de autovectores y autovalores, respectivamente. 

Observar que, por el razonamiento realizado antes de la defimcion 2, si x es un 
vector propio de A con autovalor X, todo elemento no nulo del subespacio uno- 
dimensional generado por x es un autovector de A con el mismo autovalor X. 

Supongamos que una aplicacion lineal A en un espacio V de dimension n tiene n 
vectores propios linealmente independientes e lt e 2 , ■■■, e„ con valores propios 
/tj, X 2 , ..., X„, respectivamente; tomando {' ~e 1 , e 2 , ..., e„} como una base de V se tiene que 

A(e i) = X^e^, A(e 2 ) = X 2 e 2 , ..., A(e„) X„e n 
y, por tanto, la matriz de A con respecto a esta base es la matriz diagonal 



Reciprocamente, toda aplicacion lineal que tiene una matriz diagonal en una cierta 
base tiene a los elementos de esta base como vectores propios. Si decimos que una 
aplicacion lineal AeLiV)t s diagonizable si existe una base de V en la cual la matriz de 
A es diagonal, hemos probado el siguiente resultado: 

Proposici6n 3 — — 

Una aplicacion lineal AeL(V) es diagonizable si y solo si existe una base de 
V formada por vectores propios. 

Definici6n 3 — — — — - — 

Una matriz zt g x „(K) dice diagonalizabie en (K si la aplicacion lineal 
A: K n i — ► K" que la tiene como matriz es diagonalizable. 

De esta definicion se deduce que AeJi n x „(K) es diagonalizable en K si existe una 
matriz Ce 1, X|I ( K), con determiriante no nulo, tal que A'-C 1 AC es una matriz 
diagonal. 

Ejemplo D. Demostrar que x =~e 1 + 2e’ 2 e y = 2e t + 3 e 2 son vectores propios de 
la aplicacion lineal A de matriz 



con respecto a la base {e x , T 2 } de R 2 y encontrar sus autovalores. <,Es esta matriz 
diagonalizable en IR? 
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se tiene que A(x) = 2x y A(y)=3y con lo que x e y son vectores propios de A con 
valores propios 2 y 3, respectivamente. Como {x, y} forman una base de IR 2 , ya que 

1 2 

= 3 — 4= — 1 #0 

2 3 

la matriz A es diagonalizable en IR y su matriz diagonal asociada es 

2 0 
0 3 

* * * 

A continuacion mostramos como se calculan autovalores y autovectores de una 
aplicacion lineal. 

Supongamos que x es un vector propio de una aplicacion lineal A en un espacio 
vectorial V y que X es su autovalor, es decir, A(x) = Xx. Sea {T^, ~e 2 , ..., ~e„} una base de 

V y x ^x^ H bx n T n . Si A = (aij) es la matriz de A con respecto a esta base tenemos 

que 

n n / n 

£ XXjTj = X £ XjTj = Xx = A(x ) = A ( ^ xje^ 
j=i j=i \j=i 


■ "/jl \ « / « 


= Z x J A ( e i) 

'= Z *J- 

I a iA 

= Z| 

, i a ‘J x t r 

j= 1 

J-1 ' 

/ 

! i=i 

U=1 / 


Puesto que {e u ~e 2 , ..., ~e n } es una base de V hemos de tener 

(ai 1 -A)xi + ai 2 x 2 + ---+ai B x n =0 

a 2 jXi +(a 22 — l)x 2 -| ha 2 „x„ = 0 

a n iXi + a n 2 x 2 + -’-+ (a„„ - X)x„ = 0 
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Puesto que (1) es un sistema homogeneo, para que posea una solucion no nula se 
ha de tener que el determinante de la matriz de sus coeficientes sea nulo, esto es: 


«n—2 

a 12 

a ln 



a 21 

a 22 2 

a 2n 

= \A-XI\=0 

(2) 

a nl 

a n2 

' a nn~* 




donde / denota la matriz identidad. La igualdad (2) es una ecuacion en 2 de grado n y 
sus soluciones en IK son los autovalores de A. A partir de ahora restringiremos nuestra 
atencion a espacios vectoriales sobre el cuerpo R o sobre C. Si V es un espacio vectorial 
complejo, la ecuacion (2) tiene n soluciones complejas contando cada una con su 
multiplicidad, debido al teorema fundamental del algebra (ver la seccion 4 d*l capitulo 
4). Si V es un espacio vectorial real no podemos asegurar que la ecuacion (2) tenga n 
soluciones reales. 

Ejemplo A. Determinar los valores y vectores propios de la aplicacion lineal de 
IR 2 en R 2 que tiene como matriz 


Los valores propios se determinan resolviendo la ecuacion 

1/1 2 \ /1 0 \| 1 1 — A 


/1 2 \ /1 0 \ 1-2 2 
0 = \A-U\^ 5 4 j-2^ 0 ^5 4 _ A 

=(1 — 2)(4 — 2) — 10 = 2 2 — 52 — 6. 


Sus raicts son 2^=6, 2 2 = -l y, por tanto, estos son los autovalores de A. E1 
subespacio invariante correspondiente a 2^ = 6 satisface las ecuaciones 


o equivalentemente (A — 6I) 


esto es: 

(1 -DCD-0 

y, por tanto, -5x! +2x 2 = 0 (la otra ecuacion es combinacion lineal de esta). Asi pues 
los vectores propios correspondientes a 2 ( =6 son de la forma a^”j. f* ara 2 2 = — 1 
tenemos 
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y, por tanto, 2 xi+2x 2 = 0; asi pues, los vectores propios correspondientes a 2 2 = — 1 
son de la forma 

Como y ^ i j forman una base de [R 2 la proposicion 3 nos permite deducir 

que A es diagonalizable, con matriz diagonal ^ y el cambio de base viene dado 

por la matriz 


2 1 
-5 -1 


E1 polinomio (2) se denomina polinomio caracteristico de la aplicacion A o de la 
matriz A. Para poder hablar propiamente de «polinomio caracteristico» es necesario 
demostrar que el polinomio (2) no depende de la base elegida en V para escribir su 
matriz. Para demostrar esto, sea P B (X) = \A — 2/| el polinomio caracteristico de la 
aplicacion A en la base B = {F U T 2 , ..., T n } y sea P B .(2) = |A'-2/| el polinomio caracte- 
ristico de A en la base B' = {e[,'e' 2 , ..., T„}; si C es la matriz del cambio de base 
sabemos que A' = C~ X AC y, por tanto, 

Pi^MA'-^/HC-MC-^/IHC-MC-C-U/CI^ 

= |C- 1 M - 2/|| C| = — 2/| = P,(2) 

Esto prueba que el polinomio caracteristico no depende de la base elegida en V para 
representar A. 


A continuacion realizamos mas ejemplos de calculo de autovalores y autovectores. 
Ejemplo B. La notacion R a de angulo a en el plano tiene como matriz 


cos a — sen a 


sen a cos a 


con respecto a la base canonica de !R 2 . 

Sus autovalores son las soluciones de la ecuacion 


„ , . cosa — 2 — sena 

0 = \R a — 2/|= =(cosa — 2) 2 + sen 2 a = 

sen a cos a — 2 


= 2 2 — 2(cos a)2 + 1 
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Sus soluciones son Aj = cosa + (’sena, X 2 = cosa — i sena. Estas soluciones son numeros 
complejos excepto si ct = 2kn o a = (2k + \)n con k un numero entero, en cuyo caso los 
valores propios son reales. Si a = 2kn se tiene que 



que es la aplicacion identidad; en este caso todo vector de IR 2 es un vector propio con 
valor propio 1. Si a = (2k+l)n se tiene que 



Esta es la matriz de una simetria respecto al origen de coordenadas; sus vectores 
propios se determinan de la ecuacion (R x — (— l)/)(x*) = 0, esto es, O x =0; por tanto, 
todos los vectores no nulos de R 2 son vectores propios de esta simetria; su autova- 
lor es — 1. 

Ejemplo C. La rotacion R x de angulo a, en el espacio, alrededor del eje Oz tiene 
como matriz 

( cos a — sen a 
sen a cos a 
0 0 

Su polinomio caracteristico es 



cosa — X — sena 0 

0= sena cosa — 1 0 =(1 — 2)(A 2 — 2(cosa)/l + l) 

0 0 1-/1 

cuyas soluciones son Aj = l, i 2 = cosa + isena, /l 3 = cos a — i sen a. Los vectores propios 
para = 1 son las soluciones en IR 3 de las ecuaciones 





(cos a — l)x j — (sen a)x 2 = 0 
(sen a)x j + (cos a — l)x 2 = 0 


( 3 ) 
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Puesto que 

cos a — 1 sen a a 

= (cosa— 1) +sen a = 2 — 2cosa = 4sen - 
sen a cos a — 1 2 

el sistema (3) tiene unicamente la solucion Xj = x 2 =0 si a^2kn con k entero. En este 
caso los vectores propios correspondientes a Aj = l son de la forma (0,0, x 3 ). 

Si a = 2kn se trata de la aplicacion identidad y en este caso todos los vectores de IR 3 
son invariantes. Si a = (2k+l)n, A 2 = A 3 = — 1 y sus vectores propios son todos los del 
plano xOy; en este caso tenemos una simetria con respecto al eje Oz. 

* * * 

La proposicion 3 nos da una condicion necesaria y suficiente para saber cuando 
una aplicacion lineal es diagonalizable, a saber, que exista una base del espacio 
vectorial V formada por vectores propios; en algunos casos puede resultar laborioso el 
encontrar esta base. Una condicion que es suficiente para poder asegurar la diagonali- 
zacion de una matriz esta contenida en la proposicion siguiente: 

PROPOSICI6N 4 

Los vectores propios de una aplicacion + correspondientes a valores propios 

distintos dos a dos, son linealmente independientes. 

Nota. Daremos dos demostraciones de esta proposicion; una de ellas a 
continuacion y la otra al final de esta seccion. 

Demostracion. Realizaremos la demostracion por induccion segun el numero de 
autovalores. Si solo hay un autovalor Aj y 3fj es uno de sus autovectores, x*, es 
linealmente independiente puesto que x, /0 por definicion de vector propio. 

Supongamos que existen dos autovalores Aj, A 2 con vectores propios 3f 1; 3c* 2 , 
respectivamente, y que Aj#A 2 . Si x*j, x 2 fueran linealmente dependientes podriamos 
encontrar a l5 a 2 no nulos a la vez, tal que 

ajXj + a 2 3T 2 = 0. (4) 

Aplicando A a ambos miembros de (4) tenemos 

a 1 +(x'j) + a 2 /l(3c 2 ) = ajAj3Cj +a 2 A 2 3f 2 = 0 (5) 

y multiplicando (4) por X 2 tenemos 

ajA 2 Xj + a 2 A 2 3f 2 = 0. (6) 

Restando (6) de (5) obtenemos aj(Aj — A 2 )3fj = 0; como Aj#A 2 - hemos de tener aj=0; 
sustituyendo aj en (4) obtenemos a 2 = 0, lo cual es una contradiccion. 

Para demostrar la proposicion por induccion supongamos que es valida para 
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cualesquiera k— 1 valores propios y que tenemos k valores propios X k , X 2 , ..., X k 
distintos dos a dos con vectores propios x , x 2 , ..., x k , respectivamente. Supongamos 
que tenemos una combinacion lineal de la forma 

a 1 x 1 +a 2 x 2 +---+oqx k =0. (7) 

Aplicando + a ambos miembros de (7) tenemos 


/ k \ k k _ 

A \ I 7 -j*j = I *AXj)= I cijkjXj = 0 . 

\j=i J j= i i=i 


y multiplicando (7) por X k tenemos 


Restando (9) de (8) obtenemos 


Z y.jX k Xj=0. 
J=i 


k - i 

I <Xj(Xj-X k )Xj= 0 . 
j=i 


Puesto que los /.j son distintos dos a dos, la hipotesis de induccion nos permite 
concluir que a t , a 2 , ..., a k - k son cero; sustituyendo en (7) se obtiene a* = 0 y, por tanto, 
{x 1; ..., x~ k } son linealmente independientes. ■ 

EJEMPLO D. Estudiaremos si la matriz 


/ 6-2 1 
A = \ 6 -1 1 
\0 0 1 


es diagonalizable. 

Su polinomio caracteristico es 


6-;. -2 i 6 _. _ 2 

0= 6 — 1 — A 1 =(1— A) T . = (1 — A)(A — 2)(A — 3), 

o — 1 — /. 

0 0 1 — A 


con lo que sus valores propios son X k = 3, A 2 = 2, X 3 = 1; sean ~e u T 2 , e* 3 vectores propios 
correspondientes a A x , A 2 y A 3 , respectivamente; como los autovalores son distintos dos 
a dos, ~e u ~e 2 , ~e 3 son linealmente independientes; por estar en un espacio de dimension 3 
forman una base y por la proposicion 3 la matriz + es diagonalizable. 


* * * 
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Observacion. Una matriz + puede ser diagonalizable y tener autovalores 
multiples, por ejemplo, la matriz identidad es diagonalizable y tiene como unico 
autovalor 1. 

Ejemplo E. Tratemos de encontrar ios valores de agR para los que la matriz 


/0 0 0 
A= 0 a 0 
\a 0 0 


es diagonalizable (en IR 3 ). Su polinomio caracteristico es 
-A 0 0 

0= 0 a-X 0 = ( — X)(a — A)( — A) = (u — A)A 2 . 
a 0 — A 

Los autovalores de + son X = a (simple) y A = 0 (doble). Si a = 0, A es la matriz nula, que 
es diagonal y, por tanto, diagonalizable. 

Si u/0, hemos de estudiar si existe una base de autovectores para poder utilizar la 
proposicion 3. 

Los autovectores correspondientes a X = a satisfacen: 


-fl 0 0 \/xj\ /0\ =Q 

0 0 0 I x 2 = 0 o 1 <=> Xj =0, x 3 = 0; 

- ^ ax,—ax 3 =0 

a 0 —a \x 3 \0 


por tanto, son de la forma 


x=(0, x 2 , 0), x 2 eR. 


Los autovectores correspondientes a A = 0 satisfacen: 


'0 0 0 \ / Xj \ 0 

0 a 0 X , = 0 


a 0 0 / \ x 


ax 2 =0 

aXj =0 


<=> Xj =0, x 2 =0 


por tanto, son de la forma 


y=(0, 0, x 3 ), x 3 eR. (2) 

Con los vectores que aparecen en (1) y (2) no puede obtenerse una base de R 3 y, en 
consecuencia, la matriz + no es diagonalizable si a#0. 

En resumen, la matriz + es diagonalizable si a = 0 y no es diagonalizable si a#0. 


* * * 
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Sea AeL(V), donde V es un espacio vectorial de dimension finita sobre K y sea A 0 
un autovalor de A, con A 0 e IK. Denominamos subespacio propio correspondiente a X 0 al 
subconjunto 

£(A 0 ) = ker (A—X 0 I). 

Observar que E(X 0 ) contiene todos los vectores propios correspondientes al valor 
propio X 0 junto con el vector 0. 

Puesto que el nucleo de cualquier aplicacion lineal es un subespacio vectorial de V, 
tenemos que £(/ 0 ) es un subespacio vectorial de V. Ademas, de los resultados de la 
seccion 6.4, se deduce que 

dim (£(1 0 )) = dim (ker (A - X 0 I)) = dim ( V) - dim (img (A - A 0 /)) = 

= dim ( V) — r(A — X 0 I) 


E1 siguiente ejemplo queda como ejercicio para el lector. 

Ejemplo F. Encontrar los subespacios propios de la aplicacion lineal ,4eL(lR 3 ), 
que tiene como matriz 



* * * 


E1 siguiente ejemplo sirve para mostrar que una matriz con elementos reales puede 
no ser diagonalizable en R y, sin embargo, ser diagonalizable en C. 

Ejemplo E. La matriz 



es diagonalizable en C, ya que sus autovalores son X k = i y X 2 — i, que son distintos (ver 
proposicion 4). Sin embargo, el lector puede comprobar directamente que la matriz A 
no es diagonalizable en IR. 

* * * 

Demostracion alternativa de la proposicidn 4. Supongamos que AeL(V), donde V 
es un espacio vectorial de dimension n, y sea £=1^, ~e 2 , —, ~e m } una base de V. Sean 
X lt X 2 , ■■■, X„ autovalores de A distintos dos a dos y sean uj, ~v 2 , ■■■, ~v n autovectores 
correspondientes a X u X 2 , ..., X„, respectivamente. 

Para demostrar que tij, ~v 2 , ..., ~v„ son linealmente independientes hemos de demos- 
trar que una relacion de la forma 

£ aiF;=0, IK 

i = 1 


(1) 
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implica ^ = 0, V f = 1, 2, ..., n. Aplicando A a ambos miembros de la igualdad (1) se 
deduce que 

£ y. i X i v’ i = 0 (2) 

i = 1 

De manera similar se obtienen las relaciones 


£ ctiXf v, = 0, ..., £ cLiXf 1 tj = 0 

i = 1 /=1 

m 

Escribiendo £ v ik e ki las relaciones anteriores implican 

* = i 

£ a i v i k = 0, £ aM* = 0, ..., £ aiA? _1 r it = 0 

i=l i = 1 i = 1 

para todo k = 1, 2, ..., m. Para cada k= 1, 2, ..., m, las igualdades anteriores determinan 
un sistema de ecuaciones lineales y homogeneo en las incognitas (a^u, ..., ot„v„ k ). 
Puesto que la matriz de los coeficientes de este sistema es 



su determinante es el determinante de Vandermonde y, por tanto, 

14.1= n ow 7 ) 

1 <j<k<n 

(ver la seccion 2.3). Puesto que los X } son distintos dos a dos, |y4 n |#0, y, por tanto, el 
sistema anterior solo tiene la solucion trivial. Asi pues, otiV ik = 0 para todo k= 1, 2, ..., m. 
De aqui deducimos que 

m 

ot-iVi = «i £ v ik e k = 0, i= 1, 2, ..., n 

k= 1 

Puesto que los tj- son no nulos, ya que son autovectores, concluimos que a ; = 0 para 
todo f= 1, 2, ..., n. Esto prueba que los autovectores tfj, ~v 2 , ..., ~v n son linealmente 
independientes, que era lo que queriamos. demostrar. ■ 
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EJERCICIOS 7.2 

1. Hallar los autovalores reales y los autovectores de R" de las siguientes matrices: 


-3 -5 


" e •’ c * r : 


e) / 0 0-1 

1 - 2-1 


2 2-1 
0 -2 1 
-10 0 


2-11 
0 1 0 

-1 10 


/ 0 / 0-1 2 
0-1 0 
1-1 1 -3 


0 /2 2 -1 
0 2 0 
3 1 1 


[So/.: a) 1, -2; Z») 3; c) no hay; d) - 1; e) ± 1;/) 0, Js, ^/^5; 3 ) 1; /j) - 1, -2; t) 2.] 
ble en real. 

2. En los casos del ejercicio anterior en los que sea posible, hallar una base de R" 
formada por autovectores, y la matriz, en esa base, de la aplicacion dada. 


[_SoL a) 




3. Demostrar que el subespacio generado por los vectores e x +2e 2 y ~e 2 + e 3 + 2e " 4 es 
invariante mediante la aplicacion que en la base {e\, ~e 2 , ~e 3 , ~e 4 } tiene como matriz 


2 -n 
4 -2 


4 . Encontrar los autovalores y los autovectores de las aplicaciones lineales de 1R" en 
R" que estan dadas por las siguientes matrices: 


2 -1 


5 -3 


0 -2 


1 0 0 0 ' 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
10 0 1 , 
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5. Decir cuales de las siguientes matrices pueden reducirse a una matriz diagonal y 
encontrar una matriz de cambio de base P: 


13-1 


b) 1 


4-1-1 


1 -1 


0 0 0 1 
0 0 10 
0 10 0 
10 0 0 


6 . Encontrar los autovalores y autovectores de la aplicacion derivacion, D, en 

I a b 0 \ 

7. Determinar para que valores de a, b e IR la matriz >4=0 — 1 0 es diagonaliza- 

\0 0 1 / 

ble en R. 


/1 -2 — 2 — a \ 

8 . Estudiar para que valores reales de a la matriz >4=0 1 a es diagona- 

\0 0 1 / 

lizable. 

9. Dada la matriz 


/2 -2 6 

>4= 0 a 4 — a 
1 0 a —a 


probar que >4 es diagonalizable en C 3 para todo aeC- (0, 1}; probar que tambien es 
diagonalizable para a = l y que no lo es para a = 0 . 


/0 0 1 \ 

10 . Encontrar los valores de a, beU para que la matriz >4 = 0 b 0 sea diagonali- 

\ a 0 0 / 

zable, sobre los numeros reales. 

11 . Sea >4eL(R 2 ) ( = aplicaciones lineales en R 2 ) tal que existe una base de R 2 en la 

(a b\ ... 

que su matriz >4= es simetrica. Probar que los autovalores de >4 son reales y 

\b e) 

distintos, a menos que a=c y b = 0, en cuyo caso A = al y a es el unico autovalor. 

/4 2\ 

Encontrar los autovalores y autovectores de la matriz >4 dada por A = en la 

V 2 V 

base canomca. 


rr' 
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12. Sea S= I con x 2 + fl 2 =l la matriz de ff en la base canonica. Hallar los 

V -V 

autovectores y autovalores de .S'’. ' t,Existe alguna mterpretacion geometrica de la 
aplicacion 


13. Sea P = I ^ | con x 2 + fl 2 = x la matriz de PeL(U 2 ) en la base canonica. 

\a i 

Hallar los autovalores y autovectores de P. i,Existe alguna interpretacion geometrica 
de la aplicacion P? 


14. Si A es una matriz triangular de orden n cuyos elementos de la diagonal principal 
son todos diferentes, probar que A es diagonalizable. 


15. Probar que si A es una aplicacion lineal de IR" con n autovalores distintos, 
cualquier aplicacion lineal B de R n que conmute con A tiene una base de autovectores, 
y todo autovector de A es un autovector de B. 


16. Dada una suma directa V=W@Z podemos definir EeL{V ) como E(v) = z si v 
= w+~z con weW, TeZ; equivalentemente E(v)eZ y (I — E)(v)eW. 

a) Probar que E 2 = E, lE=ker(£) y Z = img(£). 

b) Encontrar los autovalores de la aplicacion £. 


7.3. FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN 2 

Dada una matriz de J„ X „(K), la «forma mas sencilla» a la cual puede reducirse 
mediante un cambio de base recibe el nombre de matriz de Jordan de A. Ya hemos 
observado en la seccion 7.1 que la «forma mas sencilla» no es siempre la matriz 
diagonal. 

A la matriz de Jordan de A se le representa por J, o J A cuando sea necesario, y a la 
matriz del cambio de base de A a J se le representa por P; asi pues, se tiene 

J = P~ X AP 

o equivalentemente 

A = PJP~ X . 

Es conveniente observar que, aun cuando los elementos de A sean reales, las 
matrices J y P pueden ser complejas. 


A 
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En esta seccion encontraremos la forma de Jordan de aplicaciones lineales 
AelAV) donde V es un espacio vectorial de dimension dos. 


Sea AeL(V) y supongamos que su matriz es 


en una cierta base fijada anteriormente. Su polinomio caracteristico es 


cp ( A) = 


= (a — A)(d — J) — bc 


con lo que <p(/l) = 0 es una ecuacion de grado 2 en la variable X. Tendremos dos casos 
diferentes segun que las dos soluciones de esta ecuacion sean iguales o distintas. 

CASO I. Las raices del polinomio caracteristico son distintas: X + p. 

En este caso la matriz A es diagonalizable (proposiciones 4 y 3 de la seccion 7.2), su 
forma de Jordan es 


y la matriz P del cambio de base tiene como primera columna las coordenadas de un 
vector x que satisface (A — XI)x = 0 (esto es, x e ker (A — XI)) y como segunda columna 
las coordenadas de un vector f que satisface (A — pl)~y =0 (esto es, ~y e ker ( A — pl)). 


Ejemplo A. Encontrar la forma de Jordan J At A = 

cambio de base. 

Como 


2 -3 


y la matriz del 


= (3 — 2.)( — 3 — 2) + 8 = /l 2 — 1 


sus autovalores son ^ = 1, X 2 = — 1; su matriz de Jordan es 


1 0 
0 -1 


Si /1] = 1, tenemos 


(A — I)x = 0 


'2 "4V*i 

2 -4/U 


2xj — 4 x 2 = 0; 
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asi pues. 


ker (X— /) = <cl I/ ce!K>. 


Para A 1 = — 1 tenemos 


4 ~ 4 Y*i\ f°\ 

2 —2 )\x 2 J \ 0 ) 2 


asi pues, 


ker /4 + /) = -j cf l/ ce IK >. 


Tomando como base de ker(/l — I) y ^ j como base de ker(/4 + /) obtenemos 


2 1\/1 0\/2 1 


1 1A0 -1/\1 1 


CASO II. Las raices X y p del polinomio caracteristico coinciden: k = p. 

En este caso calculamos ker(+ -//). Si ker(X — //) tiene dimension 2 podemos 
encontrar una base de autovectores de A y por la proposicion 3 de la seccion 7.2 la 
matriz A es diagonalizable; su forma de Jordan es 


y la matriz del cambio de base queda determinada por cualquier base de ker(+ — //). 

Si, por el contrario, ker ( A — kl) tiene dimension 1 no podemos encontrar una base 
de autovectores en V; en este caso observamos que se tiene el siguiente resultado: 

Lema 1 

Si A tiene dos autovalores iguales A, [A — XI) 2 = 0. 


Demostracidn. La demostracion es solo un ejercicio de calculo; si A = ^ ^J, sus 
autovalores satisfacen la ecuacion 


= (a — X)(d — X) — bc = X 2 — (a + d)X + ad—bc. 
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que coincide con la matriz cero si utilizamos las igualdades (1). ■ 

Sea =ker(/4 — XI) y £ 2 = ker(+ — XI) 2 ; el lema 1 nos dice que £ 2 coincide con el 
espacio vectorial V que estamos considerando y que es de dimension dos. Como 
tiene dimension 1 podemos encontrar tT 2 e £ 2 — £,; tomar u y =(A — XI)(u 2 ). Los vectores 
if u u 2 son linealmente independientes puesto que m 2 ^£ 2 y t+efj (ya que (A—XI)^) 
=(A — AI) 2 (u 2 ) = 0(u 2 )=T)) y ninguno de ellos es el vector nulo. Como V es un espacio 
de dimension 2, {t/, u 2 } es una base de V. En esta base tenemos 

(^4 — A/j^w*!) = 0 o A^u^^Xiti 
(A — XI)(u 2 ) = !/-=> A(u 2 ) = tTj + Xu 2 

con lo que la matriz de la transformacion lineal en esta base es 



Esta no es una matriz diagonal, pero es casi diagonal, y es la forma de Jordan de la 
matriz A en este caso. 

Podemos resumir estos resultados en la siguiente proposicion, en donde IK designa 
el cuerpo de los numeros reales o el de los complejos. 
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y una matriz Pe J 21<2 ( K) de determinante no nulo, tal que 

A = PJP~ l 


La matriz J se denomina matriz de Jordan de A. 


Ejemplo B. Reducir la matriz /1 = ^ ^ a su forma de Jordan. 
E1 polinomio caracteristico de la matriz A es 


2 

-2 4 — 2 


= (4 — 2)( — 2) + 4 = / 2 — 42 + 4 = (2 — 2) 2 


que tiene como raiz (o solucion) 2 = 2. Con 2 = 2 se tiene que 


= ker ( zl - 2 /) = |^ 1 \ x 1 = x 2 | = | c^ i YcelK 


ya que 


(: J 2 ~ x *"*” 

Sabemos, debido al lema 1, que £ 2 = ker(+-2/) 2 tiene dimension 2; elegimos u 2 de 
manera que u 2 no este en E{, por ejemplo: 


Entonces, 


uj = (+ — 2 I)( u 2 ) = 


2 2\f 1\ (-2 


-2 2l\0l V —2 
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La niatriz de Jordan es J = ^ ^ y la matriz del cambio de base es P = ^ ^ asi 
pues, hemos de tener 


0 2\_ /— 2 1 \ /2 1\/ —2 1\ _1 
-2 4 / I -2 OAO 2/1 — 2 0 / 


lo cual puede comprobarse facilmente. 


Ejemplo C. Encontrar todas las funciones x(t) que coinciden con su derivada 
segunda, esto es, x"(t) = x(t). 

Si llamamos y(t) = x'(t) podemos escribir 

x'(t) = y(t) 
y'(t)=x(t) 


que en forma matricial se escribe como 


/x'(t)\ /0 l\/x(t)\ 

Ay'(t)pU o ) U ( t )/' 


Encontramos la forma de Jordan de A = \ ; como 

U 0 


-2 1 
1 -2 


= 2 2 — 1 =(2+ 1)(2— 1) 


la matriz A es diagonalizable (sus autovalores son distintos) con matriz de Jordan 


1 0 
0 -1 


Para encontrar la matriz del cambio de base calculamos £(l) = ker(zl — I) y £( — 1) 
= ker(+ +/): 


1 lVxA /0\ f /1\ 


! !>'4 
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Podemos tomar iTj = | j y u 2 = (^ ^ como vectores de la nueva base. Tenemos 
entonces 


'0 1\ /1 -lVl 0\/l -IV 1 


i °7 Vi W -vV 1 V 

/1 -lVl 0V 1/2 1/2 

\1 iAo — 1 A — 1/2 1/2 


Por tanto, 


x'(t)\ / 1 -1V1 0V 1/2 1/2V x(t) 

y'(t) ) ll 1/VO — 1 A — 1/2 1/27VW. 


o equivalentemente. 


1/2 l/2\ / x'(f)\ /1 0V 1/2 l/2\/ x(f) 

- 1/2 1/2 JU'(t)/ V ° — 1 /\— !/2 1/2 / \ Vf ) 


Si hacemos u(t)= * x(f)+^y(f) y v(t)= -Jt)+Jt) tenemos u' = u y v'= -v, de donde 
se deduce 


Como x(t) = u — v tenemos 


u(t)=u 0 e‘, v(t) = v 0 e 


x(t) = u 0 e' — v 0 e~ 


que son todas las funciones buscadas, cuando u 0 y v 0 son dos constantes cualesquiera. 


EJERCICIOS 7.3 


1. Encontrar la forma de Jordan de/l = l 1 y calcular A 5 . 


2.. Probar por induccion que 


a 1\" (a n na" 1 


0 a V0 a n 



4. Si p A (x) es el polinomio caracteristico de la matriz A, demostrar que p A (A) = 0, 
donde AeJf 2 xi(C). (Este resultado se conoce con el nombre de teorema de Cayley- 
Hamilton; un resultado analogo es cierto para matrices de orden superior.) 

5. Sea A una matriz de orden 2 tal que A 2 = 0. Demostrar que para todo X, 
\A-XI\=X 2 . 


7.4. FORMA DE JORDAN DE MATRICES DE ORDEN 3 

En esta seccion realizaremos varios ejemplos de diagonalizacion de aplicaciones 
lineales entre espacios vectoriales de dimension 3, que nos serviran para comprender 
mejor los resultados teoricos necesarios para la obtencion de la forma de Jordan de 
aplicaciones en espacios vectoriales de cualquier dimension. Los resultados generales 
se expondran en las secciones siguientes. 

A1 final de la seccion resumiremos los procedimientos seguidos en estos ejemplos. 

Ejemplo A. Intentaremos reducir la matriz 



a su forma de Jordan. 

Sus autovalores satisfacen la ecuacion 

0 = \A — XI\= —X 3 — 2X 2 + 4X + S = —(X — 2)(X + 2) 2 , 

y, por tanto, son 



X = 2 (simple) y p = — 2 (doble). 
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I 


Calculemos £(2) = ker (A - 21), que es el subespacio vectorial definido por las 


ecuaciones 


l\ /*i 


2-3-1 x 2 = 0 -=-2 


0 0 0\ Xy 


-1 x, = 0 o 


2x!-3x 2 -x 3 = 0 

— 4x 2 — 4x 3 = 0; 


-2 -1 — 3/ \ x 


tomando x 3 = -l se tiene x 2 = l, Xj = l, con lo que u, = ^ 1 j es un autovector 

correspondiente a 1 = 2; ademas, tenemos que dim(£(2))— 1. 

Para p= - 2, £j(-2) = ker(X + 21) es el subespacio vectorial defmido por las 

ecuaciones 

/ 2 3 l\/xj\ /0\ /2 3 1 \/x t \ /0\ 

2 1-1 x 2 = 0 <=> 2 1 -1 ! x 2 = 0 o 

— 2 -1 l/\x J \0 \ 0 0 0 /\x 3 / \0/ 



con lo que 




Como £(2) + £ t (— 2) no llena todo el espacio vectorial no podemos elegir una base de 
autovectores. Es necesario en este caso realizar un truco analogo al realizado en el 
caso de raices iguales para matrices de orden 2. Calculamos £ 2 (-2) = ker(+ + 2/) , que 
es el subespacio vectorial que tiene por ecuaciones 



por tanto, 


E t (- 2 )= 


a 


l\ 0 

- 1 + b \ 0 ./a, b e K 

0/ \l/ 
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que es un subespacio de dimension 2. Como £ 2 (2) + £ 2 ( — 2) llena todo el espacio, 
podemos elegir una base de V de manera que la matriz de A sea, en esta base, 
bastante sencilla. La forma de elegir esta base se muestra a continuacion. 

/°\ 

Sea u 3 = 0 un vector de £ 2 ( — 2) que no esta en £ 2 ( — 2) y tomemos 
\l/ 


u 2 =04 + 2/) 0 = 


3 1\ 0 

1-1 0 = 
■1 1 \l/ 


Facilmente se comprueba que {tq, u 2 , u* 3 } es una base y en esta base la expresion de la 
aplicacion + que tiene a + como matriz es 


Aiu^^lu^, A(u 2 )= -2u 2 , A(u 3 ) = u 2 — 2u 3 


con lo que 


1 -1 0 


1 1 0 


-1 11 


1 -1 0=0 -2 


0 0 


0 0-2 


La matriz de la derecha de esta expresion es una matriz de Jordan de A. 

* * * 

/ 1 0 0 \ 

Ejemplo B. Reducir la matriz 4=1 0—1 a una forma de Jordan. 

\l -1 0 / 

Como \A — 2/| = (1 — X)(k 2 — 1) = ( 1 — 2)(2 + 1)(2— 1), los autovalores de A son 2 = 1 
(doble), p = — 1 (simple). 

Para 2 = 1, 


y, por tanto, 


0 0 0 \ /xj \ / 0 \ 

1 —1 — 1 I x 2 = 0 <=>x! = x 2 + x 3 


1 -1 -1 /\x 3 / 0 


1 1 


£ 1 (l) = ker(4-/) = |ul 1 l + hl 0 I /a, b escalares 
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Para A = — 1, 


1 -1 


0 \ /2 0 
0 o 1 1 
0 / \ 2 0 


= 0 \o 


Xj =0 

x, +x 2 =x. 


y, por tanto. 


£j( — l) = ker(^t + /) = <a 1 \ja escalar 


Coino £ x (l) + £ x ( — 1) llena todo el espacio la matriz A es diagonalizable y se tiene 


1 1 0\ _1 /\ 1 0 \ /1 0 0 
10 1 +10 1=01 0 
011 / \0 1 1 / \0 0 -1 


Ejemplo C. Tratemos de encontrar una forma de Jordan de la matriz 


-2 1 -1 
+= -1 -1 0 
\ 0 1-3 


Puesto que \A-XI\= -A 3 -6A 2 - 122-8= -(2 + 2) 3 , los autovalores de + son A = 
(triple). 

Como 


0 1 °\ 

-1 1 0 x 2 = 0 \o Xj =x 2 =x 3 

0 1 -1 /\x 3 / \ 0 / 


se tiene que 


Ej(-2) = ker(+ + 2J) = |a I 1 J/a escalarj. 
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Como no existe una base de autovectores procedemos a calcular E 2 ( — 2)- 
ker(+ + 2/) 2 : 


-1 0 1 


= 0 \o -1 0 1 

\ 0 / \ -1 0 1 


E 2 ( — 2) = < a 0 +Z> 1 /a, b escalares 

\\ \ 0/ 


Puesto que con £ 2 ( — 2) no se llena todo el espacio vectorial calculamos £ 3 ( — 2) 
= ker (+ — AI) 3 ; como (+ — AI) 3 = 0, lo cual puede comprobarse facilmente, formamos la 
cadena de subespacios. 

£i(— 2) ^ £ 2 ( — 2) ^ £ 3 (— 2)= V 
y eleguimos u 3 eV de manera que u 3 $ £ 2 ( - 2); por ejemplo, 


u 3 = 0 


Tomamos u 2 = (+ + 2I)u 3 , 1+ =(A + 2I)u 2 ; tenemos 

I 0 1 — 1 \ / 1 \ / 0 \ / 0 11 

u 2 = - 1 1 0 0 = -1 ; uj = — 1 1 0 

\ 0 1 — 1 / \ 0 / \ 0 / \ 0 1 0 


con lo que {ITj, u 2 , u 3 } es una base; en esta base, 

+(u*j) = — 2u*j, A(u 2 ) = u j — 2u* 2 , A(u 3 ) = u* 2 — 2 u 3 
con lo cual deducimos 


1 0 

-2 1 

0 -2 


-1 

0 

1\ 

j - 1 0 

1 

-1 

-1 

0 

+ -1 -1 

0 

-1 

0 

0 ! 

! \-l 0 

0 
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Ejemplo D. Encontrar una forma de Jordan de la matriz 


1-2 0 1 
A = \ 0-10 

\ -1 0 0 


Sus autovalores son X = — 1 (triple) puesto que \A — 2.I\ = — (A+l) 3 . Las ecuaciones de 
£ 3 ( — l) = ker(+ + /) son 


-1 0 1 \ / x ! \ /°\ 

0 0 0 x 2 = 0 o Xi = x 


-1 0 1 / \ x 


por tanto, 


£i( — l) = <a 0 +b 1 /u, b escalares 


Puesto que £ t (-l) no llena todo el espacio vectorial encontramos £ 2 (-l) = 
ker(+ + /) 2 : 

l-l 0 i\ 2 /*i\ / 0\ / 0 0 0\/x,\ /0\ 

0 0 0 x 2 = oU 0 0 0 x 2 = 0 

\-l 0 1/ \x 3 / \0/ \0 0 0/\x 3 / \o/ 

Tenemos la cadena £ 2 (- 1) ^ £ 2 (-l) = K con lo cual podemos elegir if 3 el'-£ 1 (-l): 

/ 1 \ 

por ejemplo, u 3 = 0 . Tomamos ahora u 2 = (zl + /)u 3 : 

\ 0 / 


l-l 0 i\/i\ /-i 

u,= 0 0 0 1 0 = 0 


-1 0 1 / \ 0 


Como £ 2 ( — 1) es un espacio de dimension 2 aun podemos elegir u^eE^- 1) de 
manera que {uj, u 2 , iT 3 } sea una base de V ; tomar, por ejemplo, 




Capitulo 7 Valores y vectores propios. Forma de Jordan 


313 


En esta base, 


'H“i)=-Wn A(u 2 )= 


+(u 3 ) = u 2 -u 3 


y, por tanto, 


0 -1 1 


0-10 


0 0+1 


0-11 


0 0 = 


0-10 


0 0 


0 0 


Resumimos a continuacion el procedimiento utilizado en la obtencion de las 
matrices de Jordan de los ejemplos anteriores. 

Una vez calculados los autovalores X se obtienen los nucleos de A — XI, donde + es 
la matriz dada; si estos nucleos llenan todo el espacio vectorial puede encontrarse una 
base de autovectores y la matriz es diagonalizable; si los nucleos no llenan todo el 
espacio vectorial es porque existen autovalores dobles o triples y en este caso es 
necesario calcular la cadena de los nucleos de (A — Xiy, j= 1, 2, 3, Cuando se haya 
llenado todo el espacio vectorial procederemos a elegir una base adecuada como se ha 
mostrado en los ejemplos. 


EJERCICIOS 7.4 

1. Encontrar una forma canonica de Jordan y el cambio de base correspondiente de 
las siguientes matrices: 


3 

A = \ 1 


1 -1 


1 -1 


1 2 1 


1 1 0 


4 -1 


1 -1 


\ 

/3 

2 

“ 2 \ 

, D = 

0 

4 

-1 

1 

\0 

1 

2/ 




0 -1 
1 3 


0 -1 


1 0 


2 -3 


/° 

1 

-i\ 

, H= 1 

0 

i 

/ . V 1 

-i 

2/ 


2. Hallar C 6 . 

3. Encontrar todos los subespacios invariantes de la aplicacion +: IR 3 1 
la matriz 


dada por 


2 0 2 
-1 11 
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I a. X 

4. Sea A = \ l /i v la matriz de A e L{ R 3 ) en la base canonica; supongamos que 
\H v y ] 

rango(A) = l y tr(,4) = a + /? + y= 1. Hallar los autovalores y autovectores de /1. 


7.5. APLICACIONES LINEALES Y SUBESPACIOS INVARIANTES 

En esta seccion daremos dos propiedades de las aplicaciones lineales que nos 
ayudaran en la demostracion del teorema de Jordan sobre la reduccion de matrices a 
su forma «mas sencilla». 

Si A es una aplicacion defmida en un espacio vectorial complejo, con matriz + 
respecto de una base fijada, el polinomio caracteristico 

P a W=\A-U\ 

de esta aplicacion tiene tantas soluciones complejas como el orden del polinomio (este 
resultado se conoce con el nombre de teorema fundamental del algebra y ha sido 
enunciado con anterioridad en el capitulo 4). Si 2 0 es una solucion de P A (X) = 0 con 
autovector ~v 0 , el subespacio L(F 0 ) = {aif 0 /aeC} es invariante: 

A(at 0 ) = aA( v 0 ) = aX 0 ~v 0 e L(v 0 ). 

Hemos probado el siguiente resultado: 

ProposiciOn 1 

Toda aplicacion lineal en un espacio vectorial complejo posee un subespacio 

invariante de dimension 1. 

En el caso de que la aplicacion lineal este definida sobre un espacio vectorial real, 
su polinomio caracteristico puede tener todas las soluciones complejas y en este caso 
no podemos realizar el razonamiento anterior para obtener un subespacio de dimen- 
sion 1; se tiene, sin embargo, el siguiente resultado: 

ProposiciOn 2 — 

Toda aplicacion lineal en un espacio vectorial real posee un subespacio 

invariante de una o dos dimensiones. 

Demostracion. Si el polinomio caracteristico P A (k) = \A — XI\ de la aplicacion A 
tiene al menos una raiz real se procede como en el caso complejo para encontrar un 
subespacio invariante de dimension uno. 
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d 


Supongamos, por el contrario, que P A (j) no posee raices reales y sea / = a + i/i una 
de sus raices complejas. 

Sea AeJf nXn ( R) la matriz de A en una base cualquiera del espacio vectorial. Los 
elementos ~z =(z x , ..., z„)eC" tal que (A — XI)Y= 0 pueden escribirse de la forma 

Zi=Xi+j>i, z 2 = x 2 + iy 2 , ..., z n = x n + iy n 

donde Xj, y^ son numeros reales. Escribiendo todas las ecuaciones del sistema (A - XI)~z 
= 0 tenemos 

«n(*i + '>i) + a 12 (x 2 + iy 2 ) + ••• + aj B (x„ + iy n )=(<x + ip)(x 1 + iy 1 ) 
a 2 i(xi + i>i) + a 22 (x 2 + iy 2 ) +■■■+ a 2n (x n + iy n ) = (a + ip)(x 2 + iy 2 ) 


s 


«m(^i + *>i) + a n 2(*2 + '> 2 ) + • • • + a nn (x n + />•„) = (a + i[i)(x„ + iy n ) 
Igualando las partes reales e imaginarias obtenemos los sistemas 


fl ll x l 

+ 

fl 12 X 2 

+ ■' 

■• + 

fl 1 n X n = 

ax l -/?>' 

a 21 x l 

+ 

fl 22 X 2 

+ •' 

'■ + 

fl 2n x n = 

ax 2 — Py-. 

fl „lXj 

+ 

fl n2 X 2 

+ •■ 

• + 

fl nn X n = 

ax n 


«11^1 

+ 

«12^2 

+ • 

•• + 

fl i n y n 

= a y x +Px 

fl 2lVl 

+ 

a 2zyz 

+ ■' 

•• + 

fl 2 n y n 

= a y 2 + fx : 

fl niyi 

+ 

fl n2.y 2 

+ •■ 

• + 

^nnYn 

= ayn + Px, 


Considerando los vectores reales 


(I) 


(II) 


u =realz =x x e l + ■■■ +x n ~e n , tf = img ~z =y x ~e x + ■■■ +y n ~e„ 

los sistemas (I) y (II) nos permiten escribir 

A(u) = txu — pv, A(v) = oc~v +pu. (1) 

Por tanto, el subespacio W generado por los vectores u y ~v es invariante respecto de 
A. Unicamente falta demostrar que este subespacio es de dimension dos; esto es cierto 
porque si u y ~v fuesen linealmente dependientes tendriamos v"=yu con y e IR y, por 
tanto, 

A(iT) = aif — pv = (a — fy)u 

con lo que A tendria un autovalor real, en contra de lo supuesto. ■ 
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Nota. Si se mira a la demostracion anterior, se deduce de (1) que la matriz 
de A. restringida al plano W. con respecto a la base real {tf, TT} tiene la forma 


— /3 a 


Ejemplo A. Si existe un autovalor complejo X de la matriz 


A=\ 5 


1 -1 


encontrar un plano invariante en IR 3 y la matriz respecto de la base {real z , img z } de 
la restriccion a este plano, donde T es un autovector correspondiente a k. 

Puesto que |A-l/| = (-4-l)(A 2 -4A + 8) los autovalores de A son X= —4, /t = 2 
+ 2 i, t] = 2-2i. Los autovectores (complejos) correspondientes a p se obtienen del 


sxstema 


0 -6-2 i 


i:n: 


(l+2i)zi + z 2 = 0 
5zj + (1 — 2i)z 2 =0 
2z i — (6 + 2i)z 3=0 


fz 2 = -(l+2i)z t j 
jzi=(3 + i)z 3 J 

y, por tanto, el subespacio invariante (complejo) correspondiente a \i es ker(+ -/x/) 
= \a( -l-7iVaecl. Tomar los vectores (reales) 


= -1 


que son los que generan el plano invariante W en R 3 correspondiente a /t = 2 + 2i; con 
respecto a esta base: 


A\ w — 


Para el autovalor t] = 2 — 2i, que es el conjugado de /t, el sistema (A-rjI)z — (A — ]iI)z 
= 0 tiene las soluciones z=(z 2 , z 2 , z 3 ) con z x , z 2 , z 3 como antes, con lo cual 


ker (A — t]I) = <a\ — 1 + 7 i ae C 
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Los vectores (reales) 



generan el mismo subespacio W de antes (observar que ~v'= — v ); por tanto, el plano 
invariante es el mismo y la matriz coincide con la dada en (2), si se toma la base 

{«,*}• 

* * * 

La otra observacion que haremos en esta seccion se refiere a la matriz de una 
aplicacion lineal A en un espacio vectorial V el cual puede descomponerse en suma 
directa de dos o mas subespacios invariantes respecto de A. 

Supongamos que V= W x © W 2 es suma directa de los subespacios W u W 2 que son 
invariantes respecto de A; recordemos que V= W x © W 2 si y solo si V= W x + W 2 y si w x 
+ vv 2 =^ con WjsWj se tiene vv ; =(j,y = 1,2. Sea {T u ..., c r } una base de 1P{ y 
{e r+ i, una base de W 2 ; como W x y W 2 son invariantes tenemos: 


A(e i) 

= fl n Ti + - 

••+a r iTi 


A(? r ) 

= a lr e' 1 +- 

-i- 


A(e r+1 ) 

= 

a r+ l.r+ l e r+ 1 + " 

■■+ a n,r+l 

A(e n ) 

: 

a r+ l.n&r+l + " 

■+ a n.nen 


con lo que la matriz de + respecto de la base {e’ 1 , ..., e r , T r+1 , ..., ~e„} tiene la forma 

con +i matriz de dimension r y A 2 matriz de dimension n-r. 

Se tiene, pues, que, en este caso, la matriz de A puede dividirse en «cajas» que 
corresponden a las matrices de + restringidas a cada uno de los subespacios invarian- 
tes. Los elementos que estan fuera de estas «cajas» son todos ceros. 

Si se conocen m subespacios invariantes de A, que llenan todo V mediante una 
suma directa, la matriz de + puede escribirse de la forma 



en una base convenientemente elegida. 
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La demostracion de este ultimo resultado es muy similar a la demostracion del 
resultado anterior; el lector no tendra ninguna dificultad para realizarla por si solo. 

EJERCICIOS 7.5 

1. En los casos siguientes, hallar los autovalores (reales o complejos) y los correspon- 
dientes autovectores de C"; y cuando haya un par de autovectores conjugados u, u 
hallar el correspondiente plano invariante en R", y la matriz respecto de la base 
{realu*, imgiT} de la restriccion a este plano. 



d) 0, 2-i 

2. Sea AeL{V) una aplicacion lineal invertible y W' un subespacio vectorial de V 
invariante por A. Demostrar que W es tambien invariante por A *. 


7.6. TEOREMA DE CLASIFICACION DE JORDAN 

Con la experiencia acumulada en los ejemplos que hemos realizado en las secciones 
precedentes, nos disponemos a demostrar a continuacion el teorema de clasificacion de 
matrices, que se atribuye a C. Jordan, y que es uno de los teoremas mas profundos del 
algebra lineal. 

E1 lector que desee comenzar aprendiendo la forma de obtener matrices de Jordan 
puede pasar directamente a la sigiente seccion, en donde se hace un resumen de como 
se calculan y se dan varios ejemplos. Es conveniente, sin embargo, que se lea el 
enunciado del teorema de clasificacion que a continuacion se expone. 

Dos matrices A, BeM n { C) se dicen equivalentes si existe un cambio de base P tal 
que 

P- 1 AP = B. 
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Denominaremos matriz elemental de Jordan de orden k y autovalor AeC a la 
matriz J k (X) de orden k cuyos elementos son todos nulos, excepto los de la diagonal 
principal, que valen A, y los situados inmediatamente encima de la diagonal principal, 
que son unos. Por ejemplo: 


n i\ l x 1 °\ 

JiW=w, j 2 w = f A j 3 w= o k i , 

' ' \0 0 A/ 


JM)= 


/110 0 
0 X 1 0 
0 0/11 
0 0 0 X 


y asi sucesivamente. 

Llamaremos matriz de Jordan a cualquier matriz cuadrada formada por yuxtaposi- 
cion de matrices elementales de Jordan a lo largo de la diagonal, de la forma 



Teorema de clasificaciOn de Jordan 

Toda matriz cuadrada (real o compleja) es equivalente a una matriz de 
Jordan (compleja), determinada de manera unica salvo por permutaciones de las 
matrices de Jordan elementales que la componen. 

Existen varias demostraciones de este teorema; la que nosotros daremos se basa en 
la obtencion practica de la matriz de Jordan de una dada. La demostracion sera larga 
y en ella habra varios lemas que serviran para que el lector comprenda mejor el 
resultado fmal. 

Sea AeC un autovalor de una matriz A de orden n de la cual queremos obtener su 
forma de Jordan. Formamos la cadena creciente de subespacios vectoriales 


£i(A) c E 2 (k) c ••• c Ej(X) c ••• 

donde Ej(J) = ker (A — Jiy. Como estan contenidas en un espacio de dimension finita 
existe al menos un numero natural meM tal que E m (X) = E m+1 (, l); sea pe N el 
menor de estos numeros naturales m; este p tiene la propiedad de que a a partir de el 
todos los subespacios E P+1 (A), E P+2 (X), ... coinciden con E P (X). Esto esta contenido en 
el siguiente lema: 


Lema 1 

Si E p (J)=E p+l (X), entonces E p (X) = E q (X) para todo q>p. 


320 


Algebra Geometria 


Demostracion. La demostracion la realizamos por induccion en r, donde q = p + r. 
Si r= 1 la conclusion coincide con la hipotesis y no es necesario demostrar nada, 
Supongamos que el lema es cierto para q = p + r y demostremoslo para q = p + r+ 1. 
Sea xe£ p+r + 1 (A), es decir, 

(A - XIY + r (A - U)x =(A- UY +r+1 x=0. 

Por tanto, (A-XI)x e E p+r (2) = E p (2) (por la hipotesis de induccion); entonces 3 = (/l 
-UY(A-M)X =(A-HY +1 X y, por tanto, x e E p+1 (l) = E P (X). Hemos probado que 
E p + r+1 (A)c: £ p (2), de donde se deduce la igualdad puesto que la otra inclusion es 
trivial de verificar. ® 

Sea £ = {u lt u 2 , ..., tf r } un conjunto de vectores linealmente independientes de 
£ p (A) — £p_ ^(A) de manera que £({1^, u 2 , —, w*r}) © £ P -i W = E p (X). (Observar que si 
— dim (£ (A)), r = d p -d p _ x ). Probaremos a continuacion que las imagenes sucesivas de 
los vectores tfj, tf 2 , ..., u"„ mediante potencias (A — XI) k , 1 ^ k ^ p— 1, forman un 
conjunto de vectores linealmente independientes. 

Lema 2 

Con las condiciones anteriores, {(A — XI) k u 2 , (A — XI) k u 2 , ■■■, (A 
- U) k u r } c £p_ k (A) son linealmente independientes y 

L({(A-Ufu u ...., (A-A/) k tr r })n £ P -*-i( A ) = {^} 

Demostracidn. Puesto que (A — U) p k (A — XI) k Uj = (A — /.iyiTj=0, hemos probado 
que (A — AlfUj e £ p - kM para todo 7 = 1, ..., r. 

Supongamos que tenemos una combinacion lineal de la forma ctj(A— 2.1) Uj—0, 

j= 1 

como (A-H) k es lineal tenemos 

(A — Xlf ^ £ xjUjJ = 0 • 

Si probamos que (A-/.I) k es inyectiva en L(F P ) ( = espacio generado por £ p ), de la 

r 

anterior igualdad podemos deducir £ lo cual imP lica a ; = °> P ara todo J 

t= 1 

= 1, ..., r puesto que los u } son linealmente independientes. 

Para probar que (A— A/) k es inyectiva en L(F p ) basta observar que 

ker (A - Xlf n L(F p ) = £ k (A) n £(£ p ) c £ p _ , n £(£ p ) = { 0 } 

Finalmente, sea Tf efip-fc-^A) y tal que 

F= X y-j(A -U) k uf, 
j= 1 

/ 
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entonces, 

0 = M - xiy - k -\v)=(A- xiy - 1 ^ J «/r^ 

r 

de aqui deducimos que a/fjeEp.^/l). Puesto que los u } se han elegido de £ P (A) 
i= 1 

-Ep-j)/) hemos de tener 

r 

£ XjUj=0 <=> =a 2 = ••• =a r = 0 

>= 1 

y, por tanto, V = 0. Esto prueba la segunda parte del lema 2 y termina su demos- 
tracion. g 

E1 lema 2 muestra que la familia de vectores 

5p = {tfi _1 =M-A/) p_1 tf 1 , ..., tf \ = (A- A/Jtfj, tf 1; 

tff- 1 =(A-A/) p - 1 tf 2 , ..., tf j = (A-//)tf 2 , tf 2 , 

..., tfr^M-A/)"- 1 ^, ..., tf, 1 =(A- A/)tf r , tf r } 

de las potencias de todos los vectores de F p son linealmente independientes; ademas, 


if T ! e£ iW 


AK-'J^Atff- 1 

(A-kI)(A-ny- 2 tf!=tff- 

1 

-4(iTf - 2 ) = tTf ~ 1 +Atff- 2 

(A — A/Jtfj = tf} 

=> 

/f(tfj) = ifl +Atfj 

tff-^EiW 

=> 

/Ktfr 1 )^/^- 1 


(A-xiyA-ny-^^ur 1 => Avr^^trr'+^r 2 


(A—XI)u 2 = ul => A(u 2 ) = u 2 +Xu 2 


Entonces, la matriz de A restringida al subespacio vectorial generado por B p , que 
es invariante, tiene la forma 
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es decir, esta formada por la yuxtaposicion de r matrices elementales de Jordan de 
orden p todas ellas colocadas sobre la diagonal principal. 


£,(A) s % E p . 2 (A) g E p - ,(A) 5 E P (X) 



Figura 1 

Es conveniente ahora observar la figura 1 para aclarar la situacion; los elementos 
de B p que estan en E p ^i(X) puede que no llenen todo el espacio entre Ep-^A) y 
Ep_ 2 (A); en este caso se eligen {tT r+1 , tf,} linealmente independientes de E„ rl (X) 
— £ p _ 2 (/ l) y se procede como en el caso anterior (las mismas demostraciones sirven) 
para encontrar una coleccion B de vectores linealmente independientes con 
respecto a la cual la matriz de A restringida a L(B P - X ) tiene la forma 



es decir, esta formada por la yuxtaposicion de / — r matrices elementales de Jordan de 
orden p— 1. 

Este proceso se repite hasta llegar a elegir un conjunto de vectores B j de E t (A) 
— L(B p )u ■■■ L(B 2 ) que sean linealmente independientes. 

Por la forma en que se han ido eligiendo los vectores, la coleccion 

B(2) = B p u B p - 2 u u B 2 u6j 
forman una base de E P (X) = ker (A — A/) p . 

En esta base la matriz de A restringida a £ p (A) es una yuxtaposicion de matrices 
elementales de Jordan de diversos ordenes asociadas con el autovalor X. 

Lema 3 

E1 subespacio maximo E P (X), asociado con un autovalor X, es invariante. 
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Demostracion. Sea v’eE p (X)- entonces Av =(A—XI) v’ + Xv' y, por tanto, basta 
demostrar que (A - XI)~v e E P (X). Pero 

(A - XIY(A - XI)v =(A- XI) P +1 ~v=(A — XI)(A - X l)?v = , 

lo cual prueba el resultado deseado. ■ 

Hasta ahora hemos conseguido obtener la forma de Jordan asociada con la matriz 
A restringida a los subespacios maximos E p (X) de cada autovalor. E1 ultimo paso es 
«pegar» adecuadamente las matrices de todos los autovalores. 

Sean X u X 2 , ..., X m (m < n) todos los autovalores distintos de A y sean B(X ( ) = B', i 
= 1, ..., m, las bases de los autoespacios maximos £^.(1,) correspondientes a X t . 
Tomar 

B = B l uJ3 2 u ••• uB m 

Si demostramos que 

V = EpMi)® E p2 (X 2 ) © ■ ■ • © E pm (X m ), (1) 

donde V es el espacio vectorial en el cual estamos trabajando, la ultima observacion 
de la seccion 7.5 nos permite escribir la matriz de A respecto de la base B como 



donde cada una de las matrices A\g (X) es una yuxtaposicion de matrices elementales 
de Jordan. Esto probaria la primera parte del teorema. 

La demostracion de (1) se da en los dos lemas siguientes. 



Demostracidn. La demostracion se realiza por induccion sobre s. Si s = 1 el 
resultado es trivial. Supongamos que se cumple para s vectores Tj, .... ~v s y sea 
%+i£E Ps+1 (X s+l ) (s+1 ^m); si 

i>i H 1- T s + tT s+ i = 0 

se tiene que 

(A-X s+ JY-^v j + -+(A-X s+i IY°*% + (A-X s+t I) p "% + , = 0 
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o equivalentemente 

(A - + ! I) p ’ + ’ % + ■ ■ ■ + (A - + ^ l) p ' + ’ *■ v s = (T. 

Como (A-/. s+l I) es inyectiva en £„,(/,■) para j + s+ 1 (^demostracion?) se tiene que 

v j + • • • + v s = 0 . 

Por la hipotesis de induccion, TT X = ••• = tT s =0 y consecuentemente tT s+1 =0. I 



Demostracion. Supongamos, en contra de lo que queremos demostrar, que B 
= { tj*i, v 2 , ..., %} con N<n, y consideremos £ = {7!, tf 2 , ..., tf„} una base de V que se 

n 

obtiene ampliando B. Sea H = L(B—B). Si para cada _/= 1, ..., n, A~Vj= Y a % defini- 

* = i 

mos una aplicacion lineal A 0 de H en H mediante 

n 

A 0 Vj= Y *%■ j = N + l,...,n. 

k = N + 1 

/1 0 posee un autovalor A 0 y un autovector ~v 0 eH. Como A~v 0 — /l 0 F 0 eZX£), existen 
v^eEpJAJ, ..., tf m e£ Pm (/ IJ tal que 

/Hf 0 = A 0 tr 0 -l-ir 1 + --- + tf m . (2) 

Si 2 0 = A ls aplicando (A-jJf a ambos miembros tenemos 

(A - V)" + % = (A - XJfv 2 + ■ ■ • • • + (A -/!/)V m . 

Como (A-2.J) es un automorfismo de £ W (A,), j = 2, ..., m (intentese demostrar; ver 
ejercicio 8), existen vvj e £,' pi (2 x ), ..., w m e E p J/. m ) tal que (A — XJ)w j ='Vj,j = 2, ..., m, con 
lo cual se tiene 

(A - xjy + l v 0 = (A - XJT + 1 vv *2 + • • • + (A - V)" + 1 w m . 

Puesto que ^ n+1 tenemos que ~v 0 — w 2 w^eEpJAJ, o lo que es lo mismo, 

tf 0 e£ J , 1 (A 1 )+"- + £ p .(AJ=L(B;, lo cual es absurdo puesto que Tf 0 eH, tf 0 #0. 

Si A 0 coincidiera con cualquier otro de los k } se realizaria un argumento similar. 
Por ultimo, si A 0 no fuera ningun autovalor de A, (A — A 0 /) seria un automorfismo 
de E Pj (jj), j= 1, 2, ..., m (ver ejercicio 8); existirian, por tanto, vv,e£ p .(2j), j= 1, 2, ..., m, 
tal que (A — l 0 I)Wj = Vf, sustituyendo en (2) tendriamos 


(A — X 0 I)v’ 0 = (A — X 0 I)v 1 H \-(A — A 0 /)u m . 
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Por tanto, v 0 — Tfj v m eker(A-A 0 I); puesto que 2 0 no es autovalor de A, 

ker(A — A o I) = (0j y entonces tf 0 ='tT 1 -| b ~v m eL(B), lo cual es tambien una contra- 

diccion. ■ 

Esto concluye la demostracion de la primera parte del teorema de clasificacion de 
Jordan. E1 hecho de que la matriz de Jordan es unica salvo permutaciones de las 
matrices de Jordan elementales que la componen se deduce de que estas quedan 
determinadas por las dimensiones de los nucleos 

ker (A — /.jlf 

j= 1, 2, ..., m, k= 1, 2, ..., Pj. ■ 

Nota. La demostracion que acaba de darse esta tomada de unas notas de R. 
Moriyon: Clasificacion de Jordan de matrices, U.A.M. 

* * * 

La obtencion del autoespacio maximo £ p (2) asociado con un autovalor A mediante 
la estabilizacion de la cadena 

EJA) c E 2 (A) <=. ■■■ c Ej(A) <= ■■■ 

puede aliviarse si se conoce la siguiente propiedad: 

dim £ p (2) = multiplicidad de A. (3) 

E1 resto de esta seccion lo dedicaremos a demostrar esta propiedad. Sean A u ..., A m los 
autovalores de + con multiplicidad r x , ..., r m , respectivamente: esto es, 


\A-AI\=(A-A i y'x--x(A-A m Y"' (4) 



Demostracion. Como V = EpJAJ® ■■■ ®£ pm (2 m ) deducimos de la ultima observa- 
cion de la seccion anterior que la matriz de + en una base adecuada puede escribirse 
de la forma 



donde Aj = Por tanto, 

\A — A1\ = \Ai —AI\ x ■■■ x \A m — Al\ 
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Como X — X t no divide a \Aj-k-I\, j^i, j= 1, m, se tiene que (X— Xtf 1 divide a 
|/4 ; — A/|; por tanto, \A t — XI\ es un polinomio de grado 2:^; por otro lado, el grado de 
\A t — U\ coincide con dim£ p .(A ; ). Esto prueba el resultado deseado. ■ 

Si n es la dimension del espacio vectorial V, de (1) se deduce que 


«■= dim £ P1 (AJ + ■ • • + dim £ Pm (2J 


y de (4) se deduce que 


n = r ^ H b r m 


Del lema 6 y estas dos expresiones se deduce que 


Tj = dim £ p /;j 

j= 1, 2, ..., m, que es lo que se afirma en (3). 


EJERCICIOS 7.6 

1. Escribir todos los tipos posibles de forma de Jordan de matrices de orden menor o 
igual que cuatro. 

2 . Sea A una matriz real de orden 2 y C la matriz de un cambio de base; de- 
mostrar directamente que traza( A) = traza (C“ l AC), donde la traza de una matriz 
se defme como la suma de los elementos de su diagonal principal. 

3. a) Si A es una matriz de orden 3 y C la matriz de un cambio de base, demostrar 
que traza(A) = traza(C _1 /4C). [ Sugerencia : utilizar el hecho de que el polinomio 
caracteristico no depende de la base elegida.] 

b) Generalizar el resultado anterior para matrices de orden n. 

4. a) Demostrar que T k - X k I = (T - U){T k ~ l +/IT' [ “ 2 + +A*” 1 /). 

b) Si ^(J^ao + a^H ha m A. m y q(T) = a 0 I +a t T H t-a m T m , demostrar que: X 

autovalor de T => q(/.) autovalor de q(T). (Este problema nos indica entre que 
valores buscar los autovalores para casos sencillos.) 

c) Que valores posibles de autovalores puede tener T si: 1) T 2 = T; 2) T 2 = I es una 
involucion; 3) T n = I, n ^ 3; 4) T 2 = — /. 

d ) Si T es invertible y X es autovalor de T, demostrar que X~ k es autovalor de T -1 . 

5. a) Supongamos que T y S conmutan, esto es, TS = ST. Demostrar que ker(S) e 
img(S) son invariantes por T. 

b) Probar que si p y q son polinomios, entonces p(T)q(T) = q(T)p(T). En consecuencia, 
ker (<?(£)) e img(<?(T)) son invariantes por p(T). 

6. Dados T SeL(K), dim V = n, tales que ambos poseen n autovalores distintos dos a 
dos (no necesariamente iguales), probar que TS = ST<>T y S tienen los mismos 
autovectores. 


7. Sea £ p (l) el autoespacio maximo correspondiente a un autovalor X de la aplicacion 
TeL(V) y sea 

dj = dim (Ej(Xj) — dim (Ej _ j(A)) 
j= 1, 2, ..., p. Demostrar que d 1 Zd 2 ^--Zd„^\. 

8. Si X 0 no es un autovalor de stf, demostrar que srf — X 0 I es un automorfismo de 
E P (X), donde X es un autovalor de . r J y E P (X) es su autoespacio maximo. (Ver lema 5 de 
la demostracion del teorema de Jordan.) 

* * * 


Una aplicacion lineal T se dice nilpotente si existe keM tal que T k = 0; si, ademas, 
T k ~ 1 # 0, a k se le llama orden de nilpotencia de T. 

Dado TeL(V) nilpotente, se dice que es nilciclico si existe ueV tal que 
V = Ujt, T u, T 2 u, ..., T* _1 if), con T* _1 tf # 0. 


9. Si T es nilciclico con orden de nilpotencia k y u e V es tal que 
V=L(u, Tu, ..., T k 'tf ), demostrar que {u, Tu, ..., T k ~ x u } es una base de V. 

10 . Si tf, = T* _ 1 u, u 2 = T k ~ 2 u, ..., u k _ , = Tii, u k = u, con tf y T como en el ejercicio 9, 
encontrar la matriz de T en esta base. 


/0 1 \ 

0 1 

\ ° 1 

\ 0 / 

unico autovalor de un operador nilpotente (ver ejercicio 4). 


11 . Si T= 


, calcular T" para todo «eN. Demostrar que / = 0 es el 


7.7. OBTENCION DE LA FORMA DE JORDAN DE UNA MATRIZ 

En esta seccion daremos algunos ejemplos de obtencion de la forma de Jordan de 
una matriz dada; el algoritmo que utilizaremos se basa en la demostracion dada en la 
seccion anterior. Para aquellas personas que no hayan leido la seccion anterior 
realizamos a continuacion un resumen del «algoritmo» que de ella se sigue. 


1) Dada una matriz A se comienza calculando los autovalores de A; sean 

estos X u ..., X m con multiplicidades r u ..., r m , respectivamente, tal que r t H hr m 

= n. 

2) Para cada autovalor X se calcula la cadena de subespacios 

£j(/l) = ker (A — XI) q, E 2 (X) = ker(A-XI) 2 s 
$ E P (X) = ker (A - XI) P = £ p+ 1 (A) = ker (A — XI) P + 1 = • • • 
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formada por los nucleos de las potencias sucesivas de {A — /.I)- la cadena anterior 
se estabiliza despues de un cierto numero de pasos p (el subespacio E p { X) se 
denomina autoespacio mdximo asociado a X). E1 valor de p puede obtenerse 
sabiendo que dim £ p (/l) = multiplicidad de /. 

Nota. Es conveniente ahora observar la figura 1 de la seccion 7.6. 

3) Tomar el mayor numero posible de vectores linealmente independientes 
de £ p (A) — Ep_!(A); sean estos 

F p ={u u ..., u r }. 

Las imagenes sucesivas mediante (A — XI) de cada uno de los vectores de F p 
forman una matriz elemental de Jordan: J p (X). En el subespacio generado por F p 
y las potencias sucesivas mediante (A — X.I) de los elementos de F p la matriz de A 
respecto a la base 

B p (X) = (A- Xiy- l (F p ) u • • • u (A - XI)(F„ ) u F p 

esta formada por la yuxtaposicion de r matrices elementales de Jordan de orden 
p dispuestas sobre la diagonal principal. 

4) Se elige a continuacion el mayor numero posibles de vectores de £ p _ t (/) 
— £ p _ 2 (A) que sean linealmente independientes entre si y linealmente indepen- 
dientes con la coleccion 6 p (/); sean estos 

Fp_i = {tf r+ i, ..., u,}. 

Las imagenes sucesivas de cada uno de estos vectores mediante (A—XI) nos dan 
un conjunto de vectores linealmente independientes 6 p _ j(A) con respecto a los 
cuales la matriz de A es una yuxtaposicion en la diagonal principal de r — / 
matrices de Jordan elementales de orden p— 1. 

5) Se continua realizando el procedimiento descrito en 4) hasta llegar a 
£i(A) en donde se eligen, si es posible, los vectores necesarios para que junto con 
todos los vectores anteriormente elegidos se tenga una base B(X) del autoespacio 
maximo E p (X). 

6) Los pasos desde el 2) hasta el 5) se repiten con cada uno de los 
autovalores Xj, como los autoespacios maximos son invariantes respecto de A 
(lema 3, seccion 7.6) la matriz de Jordan de A es la yuxtaposicion de las matrices 
de Jordan de A restringida a £ pi (A;). E1 cambio de base viene dado por todos los 
vectores anteriormente elegidos. 


Ejemplo A. Tratemos de encontrar una forma de Jordan J de 


/10 2 — 6 \ 

0 1-1 3 

0 0 1 3 

\0 0 0 2 / 


y una matriz P tal que AP = PJ. 

Puesto que \A — XI\ = (X— 1) 3 (A — 2), los autovalores de A son X=\ (triple) y p = 2 
(simple). Calculamos £j(l) = ker(/l — /): 


/0 0 
0 0 
0 0 
\o 0 


2 “ 6 \ 

h \ 

/°\ 

-1 3 

x 2 

0 

0 3 

X 3 

0 

0 l/ 

W/ 

\ 0 / 

E i(l) = £- 

o o 

/°\1 

l 

0 

\o/ 



Calculamos E 2 (\) = ker(A — I) 2 : 


/o 0 2 — 6\ 2 

7'M 


l°\ 

1 

/0 0 0 0\ 

/M 


l°\ 

0 0-1 3 

X 2 


0 


0 0 0 0 

x 2 


0 

0 0 0 3 

X 3 


0 

o 

0 0 0 3 

X 3 


0 

\o 0 0 l/ 

\ X J 


\o) 


\o 0 0 l/ 

\ X J 


\0/ 



Como (A — I) 3 =(A — I) 2 , E 2 ( 1) es el autoespacio maximo correspondiente a X=\. 
Tomamos 


u, = 


l °\ 

0 

\0 / 


e£ 2 (l)-£i(l) 
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I -1 0 

u t = (A — /)iT 2 = ; elegimos u 3 = ^ , que es de E^l) y es linealmente inde 


pendiente con u t y u 2 . 

Finalmente calculamos E t (2) = ker (A — 21): 


0 -1 

0 0 



— Xj +2x3 — 6x4 = 01 x^ =0 

— x 2 — x 3 + 3x 4 = 0 > x 2 = 0 

x 3 = 3x 4 ) x 3 = 3x 4 


Ey(2)=L 


Tomando u 4 = ^ se tiene una base del espacio vectorial; por tanto: 


2 

0 

1 




1 

0 

0' 

-1 

0 

0 

0 

. 7 

0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

3 


0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 




0 

0 



/1 2 3 0 0\ 

0 12 0 0 

Ejemplo B. Reducir la matriz /4=00 1 20 asu forma de Jordan y 

0 0 0 2 1 

\0 0 0 0 1 / 

encontrar P tal que AP = PJ. 

Puesto que \A — Xl\ =(A— 1) 4 (2 — 2), los autovalores de A son 2=1 (cuadruple), /x 

= 2 . 
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\ Calculamos E^l^ker^ — /): 



Calculamos E 2 (\) = ker(A—l) 2 : 

/0 0 4 6 0\ 

0 0 0 4 0 4x 3 + 6x 4 = 0 

(A-I) 2 = 0 0 0 2 2 ; x 4 = 0 

0 0 0 1 1 x 5 =0 

\o 0 0 0 0/ 



Calculamos £ 3 (l) = ker(/4— I) 3 : 

/0 0 0 14 6\ 

0 0 0 4 4 

(/4-/) 3 = 0 0 0 2 2 , x 4 = x 5 = 0 

0 0 0 1 1 

\o 0 0 0 0/ 
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Calculamos £ 4 (l) = ker(,4 — /) 4 : 



Como £ 5 (1) = £ 4 (1), ya que {A- 1) 5 ={A- 1)*, £ 4 ( 1) es el autoespacio maximo. Esto 
tiene que ser asi porque el subespacio ker(/4 — 21) es al menos de dimension 1. 
Tomamos 



Calculamos ker(/l — 21) = £^{2): 
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Por tanto, 

/ 1 1 0 \ /8 6 0 0 14\ 

11 j 0 4 0 0 4 

J= 1 1 ^ , P= 0 0 2 02 

_0 i__ ooo ii 

\ 0 U/ \o o o - i o/ 

* * * 

Ejemplo C. Tratemos de hallar la forma de Jordan de la matriz 

/0 1 -1 o\ 

0-1 0 1 
A = 

1 10 0 

\o -2 0 1/ 

Sus autovalores satisfacen la ecuacion (1 2 + 1)(A 2 + 1) = 0 y, por tanto, son J = i, p = -i 
(ambos dobles). 

Calculamos £i(0 = ker (yl — //): 



Calculamos £ 2 (i) = ker(+ — 17) 2 : 

1-2 -2-2 i 2i 1 \/zA /0\ 

2 0 —2 + 2 i 0 — 2i j| z 2 0 (~l + i)z 2 = iz 4 

— 2 i — 2i — 2 1 z 3 0 2z t +(1 + i)z 2 — 2iz 3 = 0 

\ 0 4 i 0 -2-2 i/\z 4 / \o/ 



334 


Algebra y Geometria 


Puesto que dim£ 2 (0 = 2 = multiplicidad de i, aqui se «estabiliza» la cadena de subespa- 
cios. Tomamos 



Para calcular £0 — i) = ker (A + i/) observamos que A + il = A — il y, por tanto, el 
sistema ( A + iI)z‘=0 es equivalente al sistema (A — iI)z = 0, que coincide con el sistema 
utilizado para calcular ker(A — il) excepto que z* es sustituido por z. Entonces 



De manera similar se tiene 



y podemos elegir if 4 y u 3 como los conjugados de u 2 y U u respectivamente; es decir, 



Puesto que '4(iT 1 ) = iu , j, +itf 2 , A(u 3 ) = —iu 3 , A(if 4 ) = tT 3 — itT 4 , la matriz de 

Jordan de A es 


/ ' 

1 

0 

0 

1 — 

i 

0 

0 

0 

0 

— i 

1 

\° 

0 

0 

— i 
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EJERCICIOS 7.7 

En los ejercicios siguientes hallar la forma de Jordan de la matriz dada y la matriz 
de paso. 

6 -9 5 4\ 

7-13 8 7 

8 -17 11 8 

1 -2 13 / 




7.8. FORMA DE JORDAN REAL DE MATRICES REALES 
CON AUTOVALORES COMPLEJOS 

Aunque una aplicacion lineal este definida en un espacio vectorial real, su forma de 
Jordan, obtenida como en las secciones 6 y 7, puede ser compleja. Una muestra se tiene 
en el ejemplo C de la seccion antefior. En esta seccion trataremos de dar una «forma de 
Jordan» real de toda aplicacion lineal definida en un espacio vectorial real. 

Si la forma de Jordan de una matriz A obtenida mediante el procedimiento de las 
secciones 6 y 7 es real, a esta se le llama forma de Jordan real de A; si, por el contrario, 
alguno de los autovalores de A es complejo se dara en esta seccion su forma de 
Jordan real. 

Comencemos con el ejemplo C de la seccion anterior. Sus autovalores eran / = i, p 
= —i (dobles); la forma de Jordan de A es 


/'• 

1 

0 

0 

0_ 

i 

0 

0 

0 

0 

— i 

1 

\o 

0 

0 

— i 
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y una base B es {m* 1? u 2 , u u u 2 } (base del espacio vectorial complejo V c obtenido a 
partir del espacio vectorial real V (ver ejercicio 4 al final de esta seccion)), 
donde 



Torhar 



°\ 

1 

1 ’ " 2 = 

0/ 

se observa que {Ifj, w 1( tf 2 , vv 2 } es una base (real) de V; en esta base se tiene 


AVi = 






Por tanto, 


/° 

1 

0 

0\-i 

/o 

1 

0 

0 

0 

1 

1 

0 

0 

1 




A 




1 

0 

1 

0 

1 

0 

1 

\o 

0 

0 

2/ 

\o 

0 

0 


que es una forma de Jordan real de A. 



T 
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Observar que J esta formada por dos matrices iguales B yuxtapuestas sobre la 
diagonal principal y la matriz identidad encima de ellas, esto es: 


O B /’ 


ademas, B es la matriz del subespacio invariante real de dos dimensiones asociado con 
el autovalor A = i como en la proposicion 2 de la seccion.7.5. 


Sea A una aplicacion lineal en un espacio vectorial real V con al menos un 
autovalor complejo. Defmiendo en V x V la suma 

(*i, Ji)+(*2, yzMxi + ^, yi+y 2 ) 

y la multiplicacion por numeros complejos 

(< a + ib)(x, y) = (ax - by, ay + bx ) , 

K x F se convierte en un espacio vectorial complejo, que se denota por V c (ver ejercicio 
4). Los elementos de este espacio vectorial complejo se denotan mediante 

(x, y) = x + iy. 

Defmiendo A c (F + iy) = A(x) + iA(y), A c es una aplicacion lineal en V c . 

Toda base de V es una base de V c y, por tanto, A c posee la misma matriz que A en 
esta base. Asi pues, la matriz A es equivalente en V c a una matriz de Jordan J y V c 
puede escribirse como una suma directa de autoespacios maximos 

V c = E p Mi)®--®E pm (JJ. (1) 

Si A = a + ifi es un autovalor complejo de A, con ^O, I=a-ij9 es tambien un 
autovalor de A puesto que A es real: en efecto, si \A — A/| =0 se tiene que 

0 = \A — AI\ = \A — II\ = \A — Xl\. 

Ademas, las ecuaciones (A-AI) k ?= 0 son equivalentes a (A-Ilf f=0 y, por tanto, 
las bases de los autoespacios maximos E P (X) y E p (I) pueden elegirse conjugadas. 
Sean 

B ={“i = (^-^K-i, u 2 =(A-XI)u u tfj 


B={u k , ..., m 2 , mJ 
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T 


dos colecciones de vectores linealmente independientes que originan dos matrices 
elementales de Jordan: 

J k W, J k (Z) 

de orden k. Debido a (1), basta encontrar una «forma de Jordan real» que agrupe estas 
matrices para tener una «forma de Jordan real» de A. 

Tomemos los vectores reales que son las partes real e imaginaria de los elementos 
de B, es decir, 

% = real u k , w k = img u k 

v k - 1 = real u k - k , w k _ t = img u k - x (2) 


V 2 = real u 2 , w 2 = img u 2 
V k = real u k , w 2 = img Iq 


E1 conjunto de vectores de (2) es linealmente independiente; en efecto, si tenemos 


I «/;+ I PjWj = 0, 
)=l j= 1 


_ Uj + Uj _ Uj-Uj 

puesto que Vj = — - — y Wj = — se tiene que 


0= I y(M J + M}J+ X ^(Uj-Uj) = 

j= i l j= i zl 

£ Zj-ifh _ , v *J + i Pj - 

= 2. - Uj+ y — u j 

j= i 2 j=i 2 


como los elementos de B u B son linealmente independientes (^por que?) se tiene que y 
-ifij = 0, <Xj + iPj= 0, de donde se deduce que otj=Pj=0, j= 1, ..., fe. 

Encontraremos ahora la matriz de + restringida al espacio vectorial generado por 
los elementos de (2). Puesto que A c (u k ) = Ju k tenemos 


A(v k ) + iA(w k ) = A c (u k ) = /.u k = (cc + ifi)(v k + iw k ) = 
= (ccv k -fiw k ) + i(pv k + <xw k ) 

e igualando las partes reales e imaginarias obtenemos 


A(v k ) = ccv k -Pw k ; A(w k ) = pv k + aw k 


( 3 ) 
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Para u k _ ^ tenemos que A c (u k _ 1 ) = u k + Xu,,-^ y, por tanto, 

A(v k _ k ) + iA(w k _ = A c (u k _ j) = ic k + ku k _ j = 

= (v k + ivv t ) + (a + i[i)(V k _ j + iw k -j) = 

= (v k + ccv k _ 1 -Pw k _ 1 )+ i( + pv k - 1 +ocw k _ 1 ), 

de donde se deduce que 

^(r't-i^Uk + ai^,— pw k _ t ; A(w k _ 1 ) = w k + pv k - k +aw k _ 1 . (4) 

Por el mismo razonamiento se obtienen expresiones analogas a estas ultimas para 
+ ( v j) y A(wj) con 7 = 1, 2, ..., k — 2 , es decir, 

A^^Vj-^+ccvj-pWj ; A(w j ) = w j _ 1 + pVj + otWj. (5) 

Por tanto, la matriz de + restringida al espacio vectorial generado por (2), en la 
base (2), ordenada de izquierda a derecha y de arriba a abajo, es 



Esta matriz esta formada por la yuxtaposicion sobre su diagonal principal de las 
matrices del subespacio invariante real de X con matrices identidad de orden 2 encima 
de la diagonal principal, y ceros en el resto. 

La matriz de Jordan real de + se obtiene mediante yuxtaposicion de matrices del 
tipo anterior y matrices elementales de Jordan correspondientes a autovalores reales. 

Ejemplo A. Encontrar la forma de Jordan real J de 



y una matriz real R tal que AR = RJ. 
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La ecuacion caracteristica de A es — A 3 — 1 — 0, con lo que sus autovalores son las 
soluciones de A 3 = — 1, es decir, 



A A t = -1 le corresponde la matriz elemental de Jordan J t (-l)-( 1) y al par de 

autovalores conjugados A 2 y X 2 le corresponde la matriz 



con lo que 



Para encontrar R calculamos E j( 1) — ker(/l + I) y 


= ker 
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se tiene 



E1 lector puede comprobar ahora que en la base (u 1; iq, Wi} la aplicacion dada por A 
tiene como matriz J. 
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a) Hallar los subespacios invariantes de G, asi como los autovalores. 


3. 


Sea G = 



con a 2 + j3 2 = l la matriz de GeL(U 2 ) en la base canonica. 


a) Hallar los autovalores y autovectores de G. 

b) Probar que G es un giro de angulo <p determinado por a-cos <p, /j-serup. 

c) Si z = u + ive C 2 es autovector de G, probar que la matriz de G en la base {«, v } es 
A' o A dependiendo de que el autovalor correspondiente sea k = a + i/J o l - a iji. 


4. a ) Sea V un espacio vectorial real y sea Vc^ix^ + ixjx^ x 2 eV} con las opera- 
ciones 


(x ^ + ix 2 ) + (y i + iy 2 ) = (* 1 + y 1 ) + '( x 2 + y^) 

(a + ib)(x ! + ix 2 ) = (ax x - bx 2 ) + i(bx t + ax 2 ) 


Demostrar que V c es un espacio vectorial complejo. . . . 

b) Si sVeUV), demostrar que d c definida en V c por s/ c ( x i + ix 2 )-sf(x 1 ) + isi?(x 2 ) 

es una aplicacion lineal en V c . 


7.9. EL TEOREMA DE CAYLEY-HAMILTON 

En 1858 Arthur Cayley (1821-1895) enuncio un resultado que mas tarde seria 
conocido como el teorema de Cayley-Hamilton, y que el demostro solamente para 
matrices de orden 2. 

Dado un polinomio p(x) con coeficientes complejos, 

p(x) = £ a k x k = a„x n + - 1 -*" - 1 + + a^ + a 0 , 

fc -0 

y una matriz A de orden n, definimos 

p(A) = £ a k A k = a„A " + a^.A"' 1 + ■•• + a x A + a 0 ,4 0 

fc = 0 

donde A° = /. Es decir, se reemplaza x por la matriz A teniendo en cuenta que 
d° = /. Si p(A) es la matriz nula decimos que A satisface el polinomio p(x). 


Ejemplo A. La matriz A — 
ya que 



satisface el polinomio p(x) = x 2 + 1, 
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Observar que el polinomio caracteristico de la matriz A del ejemplo anterior es 
p(A) - /. + 1 y, por tanto, la matriz A satisface su polinomio caracteristico. 
Este resultado, para todas las matrices de orden 2, es el que demostro Cayley. 

Teorema de Cayley-Hamilton para matrices de orden 2 

Toda matriz de orden 2 satisface su polinomio caracteristico. 

Demostracion. Si A — ^ su polinomio caracteristico es 

p(x) = \A - xl\ = a ^ X ^ % ~ x* (a + d)x + (ad - cb). 

Como 


A 2 — (a + d)A + (ad — cb) I = 

'a 2 +bc ab + bd\ (a 2 + ad ab + bd\ (\ o\ 

ca + cd cb + d 2 ) + db ad + d 2 ) + {ad ~ 1 ) 



se obtiene el resultado deseado. 

E1 teorema de Cayley-Hamilton para matrices de orden n es similar al enuncia- 
do anteriormente y fue demostrado por Hamilton. La idea de la demostracion es 
conseguir demostrar el teorema para malrices elementales de Jordan y a partir de 
aqui llegar al resultado para una matriz general haciendo uso del teorema de 
clasificacion de la seccion 7.6. Antes de enunciar y demostrar el resultado concreto 
daremos varios lemas. 


Lema 1. 

Si A es una matriz de orden h cuyos elementos son todos nulos excepto los 
que estan encima de la diagonal principal que son unos se tiene que A h = 0. 

Demostracidn. Si h = 2, 


Si h = 3, 






'0 1 0\ 3 /0 0 1\ /0 1 0 \ /0 0 0 \ 

o 0 1 = 0 0 0 0 0 1 = 0 0 0 

.0 0 0 / \o 0 0/ \0 0 0 / \0 0 0 / 
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Observar que el efecto que se produce al multiplicar una matriz A por si misma es 

desplazar la linea de unos hacia arriba. 

para realizar la demostracion procedemos por induccion en el orden de A. bt el 

resultado se cumple para toda matriz de orden h: 


0 1 10 0 
'o 0 1 0 
0 0 0 1 


0 0 0 0 

|o 0 0 0 


o h h+ 1 > 


o_ 

l 

0 

0 • 

• °\" 

0 

0 

1 

0 ■ 

■ 0 

0 

0 

0 

1 ■ 

• 0 

o 

0 

0 

0 • 

■ 1 

\° 

0 

0 

0 ■ 

• o/ 


/° 

0 

0 ■ 

■ A 

0 

0 

0 ■ 

• 0 

• o 

• o 

• O 

■ 0 

■ • o 

• • O 

0 ■ 

• 0 

\° 

0 

0 ■ 

• o/ 


/— 

1 

0 

0 • 

' °\ 

0 

0 

1 

0 ■ 

• 0 

0 

0 

0 

1 • 

■ 0 

0 

0 

0 

0 • 

• 1 

\° 

0 

0 

0 ■ 

• o/ 


0 

1 

0 

0 

... o\ 

0 

0 

1 

0 

... 0 

0 

0 

0 

1 

... 0 

0 

0 

0 

0 

... 1 

\° 

0 

0 

0 

... 0 / 

/- 

0 

0 


°\ 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 


0 

\o 

0 

0 


o/ 


en donde la penultima igualdad ha hecho uso de la hipotesis de induccion. 
Lema 2. — — — 

Si J k (X) es una matriz elemental de Jordan, J k (X) satisface su polinomio 
caracteristico. 


Demostracidn. E1 polinomio caracteristico de J k (X) es Py k j^)(.v) (2, x) . 
Entonces 

U o\ U 1 °\ 

- (n -jm = > l-l f ‘I - 


0 -1 o 
o-i ; 
o . -1 
o 


= (- i) fe 


donde la ultima igualdad es debida al resultado probado en el lema 1. 
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Lema 3. 

Si J es una matriz de Jordan, J satisface su polinomio caracteristico. 

Demostracion. Una matriz de Jordan es de la forma 



< 

y, por tanto, un polinomio caracteristico es P (.v) = [] (x - z,)\ Como (J - ;../)*’ 

tiene la caja i nula debido al lema 2, al calcular el producto Pj(J) = JJ (J - X ,/)*■ 

el resultado es nulo ya que las / matrices que se multiplican tienen al menos una 
caja nula en filas y columnas diferentes. B 

Estamos ya preparados para demostrar el teorema de Cayley-Hamilton en su 
version general. 


Teorema de Cayley-Hamilton 

Toda matriz A satisface su polinomio caracteristico. 


Demostracion. Sea P A (x) - £ a t x l el polinomio caracteristico de la matriz A 

ror el teorema de clasificacion de Jordan demostrado en la seccion 7.6, A es 
equivalente a su matriz de Jordan, es decir, existe una matriz P tal que J = P~^AP. 
Observar que P A (x) = P d (x) ya que A y J son equivalentes: 

P A (x) = \A- xl\ = | PJP 1 - P(xI)P~ l \ = \P\\J - x/||/ ,-1 | = 

= \J - xl\ = Pj(x). 

Entonces, 

Pa = a ‘ A ' = i a ‘ {PJP ~ 1)l = P (t a tJ l )P ~ 1 = Pp A (J)P ~ 1 = Ppj^P- 1 = 0 

i — yj i = o / - o 


donde la ultima igualdad se debe al lema 3 ya que J satisface su polinomio 
caracteristico Pj(x). m 
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Ejercicios 7.9 


1. Demostrar directamente que las 
caracteristico: 


a) /1 2 3\ 
^= 4 5 6 
\7 8 9/ 


b) 


t\ 


siguientes matrices satisfacen su polinomio 

1 0 0 
3 0 0 
0 4 5 
0 6 7 



2. Determinar todas las matrices A tal que A 2 

3. Determinar todas las matrices A tal que A 2 



BIOGRAFIA 

Camille Jordan nacio el 5 de enero de 1838 en Lion y murio el 20 de enero de 1922 
en Milan. Fue un matematico cuyos trabajos en grupos de permutaciones y en la 
teoria de ecuaciones hizo posible un perfecto entendimiento de las teorias del eminente 
matematico frances Evariste Galois. 

Jordan comenzo trabajando en geometria. Su Traite des substitutions et des 
equations algebriques (1870) ( Tratado sobre las permutaciones y ecuaciones algebraicas), 
por el cual obtuvo el premio Poncelet de la Academia de Ciencias de Francia, fue 
fundamental en el entendimiento de la teoria de Galois sobre los grupos de permuta- 
ciones, lo cual fue aplicado para la resolucion de ecuaciones algebraicas. Tambien 
resolvio un problema propuesto por Niels Henrick Abel acerca de la no solubilidad de 
una cierta ecuacion algebraica mediante radicales. Jordan publico sus lecciones y sus 
investigaciones en analisis en Cours d’analyse de l’Ecole Polytechnique (3 vols., 1882) 
( Curso de analisis de la Escuela Politecnica). 

En la tercera edicion (1909-15) de su trabajo en analisis, la cual contiene muchas 
mas investigaciones de Jordan que la primera, trato la teoria de funciones desde un 
punto de vista moderno, trabajando con funciones de variacion acotada; sus trabajos 
en este campo fueron aplicados a la curva que hoy se conoce con el nombre de «curva 
de Jordan». Las algebras de Jordan se llaman asi en su honor. 

En topologia, Jordan probo (1887) que un arco simple no divide al plano y que una 
curva cerrada simple divide a un plano en dos partes. A pesar de que estas afirmacio- 
nes son intuitivamente obvias, su demostracion requiere sofisticados metodos. 

C. Jordan fue profesor de matematicas en la Ecole Polytechnique (Paris, 1876- 
1912). Tambien fue editor de la revista matematica Journal de Mathematiques Pures et 
Appliquees (1885-1922). 
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EJERCICIOS DE REPASO: 
CAPITULOS 1 A 7 


DEPartament r> nu 
DOOUMENTACION YffiL 
bomtsviom . toS™ 


A continuacion presentamos varios ejercicios que pueden servir para repasar los 
conceptos introducidos anteriormente. Los ejercicios del 1 al 37 estan ordenados de 
acuerdo con el orden de los capitulos de este libro. E1 resto son problemas que se han 
propuesto en varias convocatorias a los alumnos de primer curso de las licenciatu- 
ras de Matematicas y Fisicas de la Universidad Autonoma de Madrid. 


1. Utilizar el metodo de eliminacion de Gauss para encontrar todas las soluciones del 
sistema: 

x i + x 2 — 2x 3 + x 4 = 1 
2xj -x 2 + 3x 4 = -2 
4xj +x 2 -4x 3 + 6x 4 = 0 

2. Sea r el mayor numero de soluciones linealmente independientes del sistema: 


x^ +2 x 2 + 4x 3 — 3x 4 = 0 
3x^ +5 x 2 + 6x 3 — 4x 4 = 0 
4x x + 5 x 2 — 2x 3 + 3x 4 = 0 
3x! +8x 2 + 24x 3 — 19x 4 = 0 


Hallar r y encontrar r soluciones linealmente independientes de este sistema. 

3. Resolver el siguiente sistema: 


Xi +x 2 +x 3 +x 4 + x 5 = 1 
Xi +x 3 +x 4 + x 5 =2 
Xi+x 2 +x 4 + x 5 = 3 ■ 
Xi+x 2 + x 3 +x 5 =4 

Xi+X 2 + X 3 +X 4 =1 
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4. Estudiar la compatibilidad o incompatibilidad del sistema 

x + y + az = 1 
x + by + z = 1 
2x + y + z = 1 

segun los valores reales de a y b y encontrar sus soluciones en los casos en que sea 
compatible. 

5. Sean a y b dos numeros reales, no nulos y distintos. Estudiar el rango de la 
siguiente matriz para los distintos valores de x e IR: 

x b a b 
b x b a 
a b x b 
b a b x 

6. Hallar la inversa de la siguiente matriz siempre que sea posible: 

/x 1 0 0\ 

0 x 1 0 
^ 0 0x1 

yo o o x j 

7. Encontrar todos los vectores x elR 3 tal que T(x)= x, donde T(x u x 2 , x 3 ) — 
( — 2xj + x 3 , —x 2 , — ^i)- 

8. a) Sean u\=(l, 0, 1), u 2 = (0, 1, 1) y u 3 = (3, - 1, a). Decir para que valores de a e R 
el conjunto B = {u\, u 2 , u 3 } es una base de IR 3 . 

b) Si B es la base anterior con a = l y (x' l5 x' 2 , x' 3 ) son las coordenadas del vector 
(x 1? x 2 , x 3 )e R 3 respecto de la base B, hallar la ecuacion en coordenadas x 3 , x 2 , x 3 del 
plano 

7i : 2xj — x 2 + 3 x 3 = 1 

9. Calcular el siguiente determinante de orden n+1: 

11 1-1 

1 l+a^ 1 1 

1 1 1 + a 2 ••• 1 

1 1 1 ■ ■ • 1 + a„ 
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10. Probar que 






a i 

a i b 2 

a i-b 3 

a \ — b. 


a 2 ~bi 

a 2 — b 2 

a 2 — b 3 

a 2 —b , 


a 3~bi 

a 3 b 2 

a 3 -b 3 

a 3 -b , 


a 4 b i 

a 4 -b 2 

a A -b 3 

a 4 — b, 


11. Si Ae^ nX „(U) no es invertible, demostrar que existe Be.Tt„ x „(U), B#0, tal que 
AB = 0. 

12. a) Encontrar la ecuacion del haz de rectas que pasa por el punto P = ( 3, 1). 

b) De todas las rectas que pasan por el punto P del apartado anterior, determinar la 
ecuacion cartesiana de aquellas cuya distancia al origen sea 1. 

13. a) Encontrar el punto de interseccion de las rectas 

(x, y, z) = (0, 1, 2) + t(l, -1, 3) 

(x, y, z)=( 3, 0, 4) + s(l, 1, -4) 

b) Hallar la ecuacion cartesiana de la recta perpendicular a las dos anteriores que 
pasa por su punto de interseccion. 

14. Encontrar la ecuacion cartesiana de la recta que pasa por P = (l, 1, 1) y es 
paralela a los planos 

n 2 : x + y + z = 1 

7t 2 : (x, y, z) = t( 1, 1, 2) + s(l, -1, 1) 

15. Sean P { y P 2 las proyecciones ortogonales del punto P = (— 1, 2, 0) sobre los 
planos de ecuaciones 

n 2 : x — y — z = 2 

n 2 : (x, y, z) = ( 1, -1, 0) + t(l, 0, l) + s(l, 2, 0) 

Encontrar P u P 2 y el area del triangulo P^PP^. 

16. Hallar la distancia entre las rectas 

x-y + z=l) y + z = 0 j 

r *‘ 2x + y = 3 j y ri ' x-2y + z=\\ 

17. Dado el plano n: 5x — 3y + 4z=l, hallar la recta paralela al vector (5, 3, —4), 
contenida en n y que este mas proxima al punto (1,0, 0). 

18. Dados los puntos A=(2, —1,1) y B = ( 0, 1, 2), la recta r de ecuacion (x, y, z) 
= (1, 0, 0) + t(3, —2, 1) y el plano n: 2x+z— 1=0, hay exactamente dos paralelogra- 
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mos, uno de cuyos lados es el segmento AB y cuyos dos restantes vertices estan, 
respectivamente, en r y n. Hallar los vertices de estos paralelogramos y el volumen del 
paralelepipedo que los tiene por caras. 

19. Hallar la ecuacion de un plano que contenga a la recta x— 1 =y = z y diste lo 
mismo del origen que del punto P = ( 2, 4, —4). 

20. Encontrar la recta r que corta y es perpendicular a las rectas y r 2 dadas por 

x=-t [ x = 1 t 

r{. ■ y = 2 + 2t . , r 2 : • y = 3-t 
z = — 2 z=— 3 + f 

21. Hallar la longitud de la proyeccion ortogonal del segmento PQ, donde 
P = (3, 1, 2) y 0 = (-5,O, 1), sobre el plano 3x + 2z = 0. 

22. En los siguientes casos hallar los valores de x para los cuales el determinante de 
la matriz dada es nulo: 

/3 — x -1 0 \ 4 — x -5 7 \ 

a) A = < 6 — 3 — x 2 b) B= 1 -4-x 9 

\ 8 -6 5 — x / \ -4 0 5—x) 



23. a) Encontrar la matriz del cambio de base de J3={1, x, x 2 , x 3 , x 4 } a B' = { 1, 
x — 1, (x — l) 2 , (x — l) 3 , (x-1) 4 } en Pfe 4, [x]. 

b) Encontrar las coordenadas del polinomio 

/(x) = 5 + 4x + 3x 2 + 2x 3 + x 4 

con respecto a la base B'. 

24. Encontrar la dimension y una base del subespacio vectorial generado por los 
vectores 

i?! =(1, 0, 0, — 1), m 2 = (2, 1, 1, 0), m 3 = (1, 1, 1, 1) 
m 4 = (1,2, 3,4), m 5 =(0, 1,2, 3) 

Encontrar la ecuaciones cartesianas de este subespacio. 

25. Dados los vectores m\ = (2, 1, —1), tT 2 = (3, 0, 1) y m 3 = (1, 2, —3), determinar el 
subespacio que generan y hallar la interseccion de dicho subespacio con el generado 
por u] = (5, 1,0), tT 2 = (l, -1, 1). 
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26. a) Encontrar las ecuaciones de la simetria S en 1R 3 con respecto a la recta (x, y, z) 

= t(- 1,1,2). 

b) Hallar las ecuaciones de la proyeccion P en 1R 3 sobre el plano x + y— z = 3. 

27. Si T, S: K i — ► W son aplicaciones lineales, demostrar que ker(T) n ker(S) c ker(T 

+ 5 ). 

28. Sean V aplicaciones lineales. Si B°A es suprayectiva y dim(kk) 

= dim (X), probar que A y B son suprayectivas. 

29. a) Sea AeL(U 2n + 1 )-, demostrar que ker/4)#img(y4). 

b) Sea A e L(R 2 "); demostrar que ker (A) = img (/1) si y solo si A 2 = A° A = 0 y 
dim (img (A)) = n. 

30. a) Hallar las ecuaciones parametricas de ker(T) y de img(T), si T: (R 3 h-> R 3 esta 
dada por 

T(x u x 2 , x 3 ) = (xj +2x 2 + x 3 , — Xj +2x 2 , 2x 2 + x 3 ) 

b) Encontrar la interseccion de ker(T) e img(T). 

31. Encontrar la forma de Jordan de las matrices 



1 - 1 

2 

— 3 \ 

(° 

1 

_1 \ 

A = 

0 

1 

-1 y B=\ 

1 

0 

i 


\ 1 

-1 

2/ 


-1 

2/ 


indicando el cambio de base. 


0 1 0 


32. Encontrar la forma de Jordan de A= 1 0 0 y calcular A 3 . 

\0 0 2 / 

/0 1 0 \ 

33. Decir si la matriz A = 0 0 2 es diagonalizable, justificando la respuesta. 

\o 0 2/ 


34. Encontrar la forma de Jordan de las matrices 



ambas de orden n. 


354 


Algebra y Geometrid 


/200 

35. Dada la matriz A= — 1 1 15 

\ 3 0 1 

a ) E1 polinomio caracteristico y la forma de Jordan de A. 

b) -A 3 + 4A 2 -5A + 2. 

c) P(A), donde P(x) = - x 6 + 4x 5 - 5x 4 + 2x 3 - 31. 

jn 1 l'' 

36. Sea A„= 1 n 1 con neR. 

v 1 "/ 

a) Demostrar que +„ es diagonalizable para todo n. 

b) Calcular A ~ 1 cuando exista. 

c) Si A~ l no existe, encontrar ker(/l n ) e img(+ n ). 

37. Encontrar (razonadamente) los autovalores de A 10 si A es la matriz 

/ 1-1 0 
/1 = 1-1 2 -1 
1 0 -1 1 

* * * 

38. Discutir, segun los valores de a y b, el sistema 

ax—y + 2z = \ 
x + ay — 4z = Q 
—x + y — 2z = b 

y resolverlo cuando sea compatible indeterminado. 

39. Se consideran los puntos P = (l, 2, -1), Q=( 0, 1, 2) y los planos n y n' descritos 
por las condiciones siguientes: n pasa por P y es perpendicular a (1, 1, 1) y n' pasa por 
Q y es perpendicular a P&. Se designa por r la recta interseccion de n y n'. Determinar 
las ecuaciones cartesianas de la recta que pasa por P y es perpendicular a r. 

40 . Considerar los puntos A=(l, 1,0) y £=(0, 1, 1). 

a) Determinar un punto C sobre la recta r: (0, 1, l) + s(l, 0, 1), cuya distancia a la 
recta determinada por A y B sea 2y/2. 

b) Determinar un punto D sobre la recta r': (1, 1, 1 ) + t(Q, 1, 0) de tal manera que el 
volumen del paralelepipedo determinado por los puntos A, B, C y D sea 4, donde 
C es la solucion del apartado a) que tiene todas sus coordenadas positivas. 
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41. Encontrar bases del nucleo y de la imagen de la aplicacion lineal 
L: Pt 3) [x]^Pt 2, [x] dada por 

L(ax 3 + bx 2 + cx + d)=(a — c + 2d)x 2 + ( — 2a + b)x + (b — 2c + 4d) 

42. a) Estudiar si la aplicacion T: R 3 1 — > R 3 dada por 

T(x u x 2 , x 3 )=^( — 4xj +4x 2 , 5xj +4x 2 , -Xj-2x 2 -6x 3 ) 

0 

es diagonalizable. 

b) Encontrar los subespacios invariantes de dimension 1 de la aplicacion T. 

43. La suma de tres numeros positivos no nulos es M; el primero, mas el doble del 
segundo, menos el triple del tercero es 5 y el primero, mas el triple del segundo, menos 
7 veces el tercero es 0. Encontrar estos tres numeros. 

44. Dados los puntos P = (l, 2, —1) y Q = ( 1, 3, 2) y la recta r de ecuacion 


2x + y — z = 6 
x—y+z = 1 


Hallar: a) la proyeccion ortogonal de P sobre r; b) un punto situado en el plano 
perpendicular a r por P y que este a la menor distancia pcsible de Q. 

45. a) Sean A = (l, 0, 1), B=( 2, 1, 1) y C = ( — 1,0, 1) tres puntos en el espacio; 
encontrar el cuarto vertice D del paralelogramo de la figura adjunta. 
b) Encontrar los vertices E de las piramides rectas que tienen como base ABCD y 
cuyo volumen es 2 (hay 2 vertices). 



46. Dados los conjuntos de vectores 7] = {(1, 1, 0), (1, 0. 1)} y T 2 = {(1, 1, 1), (0, 1, 1)} 
en (R 3 , determinar: 

a) La relacion de inclusion entre L(Tj) y L(T 2 ). 

b) LO])nL(r 2 ). 

c) UT,)+L(T 2 ). 

47. Encontrar la matriz, en la base canonica, de la transformacion lineal A de IR 3 en 
R 3 que lleva m} en L}, donde 


“i = (2, 3, 5), u 2 =(0,1,2), u 3 = (1,0,0) 
v x =(1,1,1), v 2 =(l, 1, -1), v 3 = (2,1,2) 
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48 . Estudiar para que valores del parametro aelR, los vectores «i =(1, — 1, 1, — 1), u 2 
= {a, 1, 1, a), ir 3 =(2,0, 2, 0) y u A = {- 1, a, 1, a) son linealmente dependientes y encon- 
trar la relacion que existe entre estos vectores para los valores de a que los hagan 
linealmente dependientes. 

49 . Encontrar las ecuaciones parametricas y cartesianas de la proyeccion de la recta 
(2, 1, l) + t( — 1, 0, 2) sobre el plano 2x + y— z = 0. 

50 . Los puntos y4 = (0, 0, 0), B = { 4, 3, 0) y C = (0, 0, 2) son vertices de una cara de un 
paralelogramo de volumen 20. Hallar la ecuacion del plano que contiene a la cara 
opuesta a la dada. 

51 . Se considera la base de C 3 siguiente: 


B = {{ 1, 1, 1), (1, 1,0), (0, -1,2)} 


y la aplicacion lineal A, de C 3 en C 2 , que cumple: 


A{\, 1, l) = (i, 1), 4(1, 1,0) = (1, -0, 4(0, -1, 2) = (2 + i, l-2i) 


a) Determinar la matriz de 4 en las bases canonicas de C 3 y C 2 . 

b) Determinar bases del nucleo y de la imagen de la aplicacion 4 del problema 
anterior. 


I a 


52. Estudiar la posibilidad de diagonalizar la matriz 
valores de a. 


-1 

1 

2 


l\ 

3 

2 


segun los distintos 



CAPITULO 8 

ESPACIOS EUCLIDEOS 


8.1. Definicion de espacio euclideo. Ejemplos 

8.2. Longitudes, angulos y ortogonalidad 

8.3. Bases ortonormales en un espacio euclideo 

8.4. Complemento ortogonal. Proyecciones 

8.5. Adjunta de una aplicacion 

8.6. Aplicaciones autoadjuntas 

8.7. Aplicaciones ortogonales: parte 1 

8.8. Aplicaciones ortogonales: parte II 

8.9. Estructura de las aplicaciones lineales no singulares 


8.1. DEFINICION DE ESPACIO EUCLIDEO. EJEMPLOS 

Una gran variedad de hechos geometricos se basan principalmente en la posibili- 
dad de medir las longitudes de segmentos y los angulos entre ellos. Observese que esto 
no es posible en un espacio vectorial. Para introducir el concepto de longitud de un 
vector y de angulo entre dos vectores fijemonos en el espacio vectorial V 2 de los 
vectores en el plano. 
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La idea intuitiva que poseemos de longitud de un vector, que designamos por ||x ||, es 
|| *• || mientras que para el coseno del angulo «, que forman xey.se tiene 


cosa = 


(x,y) 

llxWII 


( 1 ) 


en donde (x, y) denota el producto escalar de dos vectores x-x^ +x 2 e 2 e y-yf 1 
+ v ,r, Recordar que el producto escalar de dos vectores en el plano ha sido 
introducido en la seccion 3.3 (capitulo 3) y que la formula (1) ha sido demostrada en la 

misma seccion. , . . 

La formula (1) relaciona angulos con medidas y con productos escalares y es la 

base para introducir axiomas en un espacio vectorial, de manera que en los nuevos 
espacios se puedan estudiar propiedades geometricas. 

Nuestra tactica es definir estos espacios, que seran los espacios euchdeos, a partir de 

una definicion axiomatica de «producto escalar». 

Daremos en esta seccion la definicion de estos nuevos espacios, asi como algunos 
eiemplos. En secciones posteriores estudiaremos los conceptos de medida, angulo y 
ortogonalidad en estos espacios; fmalmente estudiaremos diversos tipos de aplicaciones 

lineales entre ellos. 


DEFINICI6N 1 ( Espacio euclideo) — — — — — 

Un espacio vectorial real E se dice euclideo si hay una regla que asigne a cada 
par de vectores xjefun numero real llamado producto escalar de los vectores 
x e y, designado por (x, y), de manera que se cumplen las siguientes propieda- 

des: 

a) Simetrica: (x , f )=(y, x) P ara to< i 0 x , y eE. 

b) Distributiva: (x , jf +T) = (x* , y )+(x , z) para todo x,y,zeE. 

c) (Ax, y) = A(x, y ) para todo x, y eE y todo AeR. 

d) (x, x )> 0 para todo x #0. 


De b) y a) se deduce: 

b') (x +z,y) = (x,y) + (?,y) P ara t°d° x,y,zeE. 

De c) y a) se deduce: 

c') (x , Xy ) = A(x , y ) para todo x,yeE y todo Xe R. 

De b ) se deduce que (0 + f, x )=(y , x ) = (0, x) + (y, x)*»(0, x )= 0. 

Por la propiedad simetrica (x, 0) = 0. En particular, (x, x)-0 si x -0. 

EjEMPLO A. E1 espaco vectorial K 2 con 


(x, yj^x^i + x^ 
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donde x — (x l5 x 2 ), y =(>»!, y 2 ) y en general el espacio vectorial !R” con 

(+3 r ) = x,y 1 + '- + xx 

donde x =(x 1; ..., x n ) e y'=(y 1 , ..., y„). Las propiedades a) a d) son faHles de verificar y se 
dejan como ejercicio para el lector. 

Ejemplo B. Dados x’=(x 1 , x 2 ) e J=(y u y 2 ) vectores en R 2 , definimos 

La aplicacion que acabamos de definir de R 2 x R 2 en K es un producto escalar: las 
propiedades b) y c) se deducen de las propiedades de la multiplicacion de matrices; 
para probar a) y d) observamos que 

(x, jO^x^+Xjyj+yvu + Ay^; 

de aqui se deduce la propiedad conmutativa; para probar la propiedad d) observar que 

(x, x) = xj + 2xjx 2 + 2xf = (xj+x 2 ) 2 + x|. 

Por tanto, tenemos un nuevo espacio euclideo en el espacio vectorial R 2 . 

Ejemplo C. Si x =(x l5 x 2 ), f=(y u y 2 )eR 2 y defmimos (x, yHxjyq, esto no es 
un producto escalar en R 2 puesto que no se cumple la propiedd d)\ en efecto, si x 
=(0, x 2 )#0 se tiene (5c, x)=0. 

Ejemplo D. En el espacio r 6([a, h]) de las funciones continuas reales defmidas en 
el intervalo [ a , h], el producto escalar de las funciones f(t) y g(t) se defme como 

(fg) = ^ f(t)g(t)dt, 

obteniendose un espacio euclideo. E1 mismo producto escalar sirve para convertir el 
espacio vectorial t?([a, h]), de los polinoihios en el intervalo [a, b], en un espacio 
euclideo. 

* * * 

Sea E un espacio euclideo de dimension finita n (es decir, el espacio vectorial 
asociado a E es de dimension fmita n) y sea B = {u u u 2 , ..., u„} una base de E. En esta 
base, si x e E e y e E, podemos escribir: 

n n 

x = Y. xyi, y = X yfij ■ 

■=i j= i 
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Utilizando ias propiedades b) y c) del producto escalar se tiene que 



recibe el nombre de matriz del producto escalar con respecto a la base B. Con esta 
notacion la expresion (1) puede escribirse de la forma 

(x, y) = (x t , x n )P B 


La matriz P B de un producto escalar es siempre simetrica debido a la propiedad a) 
y los elementos de su diagonal principal son todos positivos debido a la propiedad d). 

Podemos prguntarnos si estas dos condiciones son suficientes para que una matriz 
P defina un producto escalar; la respuesta es negativa, pues el lector puede encontrar 
un contraejemplo en el ejercicio 1 propuesto al final de la siguiente seccion. En el 
capitulo 12, dedicado a las formas bilineales y cuadraticas, se dara una condicion 
necesaria y suficiente para que una matriz defina una producto escalar en un espacio 
vectorial. 



8.2. LONGITUDES, ANGULOS Y ORTOGONALIDAD 

La longitud ( o norma) de un vector x en un espacio euclideo se define como 

l|3c* il =x/(5T, x), xeE. 

Observese que yj{x, x ) tiene sentido debido a la propiedad d) del producto escalar. 
En el ejemplo A de la seccion anterior se tiene: 

\\x\\ = Jx\ + ---+xl, X =(x 1( ..., x„). 


En el ejemplo B de la misma seccion se tiene que 
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Para el ejemplo D de las funciones continuas reales definidas en el intervalo [a, b~\ se 
tiene 



La longitud de un vector x eE multiplicado por un numero real X coincide con |A| 
veces la longitud de x, ya que 



Todo vector de longitud 1 se dice unitario; todo vector x no nulo de un espacio 
euclideo puede normalizarse. es decir, hacerle unitario, multiplicandole por l/||x j|. La 
bola unidad es el conjunto de todos los xeE tal que ||x||^l, mientras que la esfera 
unidad es el conjunto de todos los xeE tal que ||x|| = l. 


* * * 

Dados dos vectores x, ~y de un espacio euclideo definimos el coseno del angulo a 
que forman entre ellos como 


cosa = 


(Xy ) 

llx||||y|| 


( 2 ) 


en analogia con la formula (1) de la seccion anterior. Para que (2) tenga sentido es 
necesario demostrar que el valor absoluto del cociente (xj f)/\\x || \\f || es menor o 
igual que 1. 



Demostracion. Por la propiedad d) del producto escalar se tiene 

(Xx’ — 'y, X x—y) > 0 

para todo numero real /; de las propiedades a), b) y c) del producto escalar se deduce 
que 

x 2 \\x\\ 2 -2X(x, y )+ ny || 2 ^ o. 
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La parte izquierda de esta ecuacion es una expresion cuadratica en X que no puede 
tener raices reales distintas, y, por tanto, su discriminante ha de ser g 0; por tanto: 

(x, jf) 2 -||x || 2 l|jf || 2 ^O. 

Tomando raices cuadradas se deduce |(x, jf)|g II x \\f ||, que es el resultado que 
deseabamos probar. 

En R" con el producto escalar «usual» dado en el ejemplo A la desigualdad de 
Schwarz se escribe de la forma 


Ix^S /Ix? /Irf. 

j= l V i = 1 V J - 1 

y en el espacio *6([a, b\) es 


f{t)g(t)dt\£ / / WO] 2 * 


La desigualdad (3) so atribuye al matematico frances Cauchy, mientras que (4) es 
atribuida al matematico ruso Buniakovski. 


Finalmente introducimos el concepto de ortogonalidad o perpendicularidad entre 
dos vectores de un espacio euclideo: dos vectores x, y e £ se dicen ortogonales si 

(x, y) = 0 

En el espacio vectorial V 2 de los vectores en el plano esta defmicion coincide con la 
idea intuitiva de perpendicularidad: es decir, los vectores forman un angulo de 90°. 

Ejemplo A. Los vectores 

=(1, 0, ..., 0), ~e 2 = (0, 1, 0, ..., 0), ..., e„ = (0, 0, .... 1) 

son ortogonales dos a dos en el espacio euclideo R" con el producto escalar usual 

Ejemplo B. En #([ — Jt, 7 i]) los vectores del sistema trigonometrico 

1, cost, sent, cos2t, sen2t, ..., cos nt, sennt, ... 
son ortogonales dos a dos; por ejemplo, si n^m. 


1 p* l f” 

(cos nt sen mt) dt = - I sen (n + m)t dt — — sen (n — m)t dt = 0 

. 2 J-n Z J-* 


puesto que n^m. E1 resto se comprueba de manera similar. 
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Una proposicion simple, asociada con el concepto de ortogonalidad, es la siguiente: 

* * * 

Lema2 

Si los vectores no nulos x l5 x 2 , ..., x n son ortogonales entre si en un espacio 
euclideo, tambien son linealmente independientes. 

Demostracion. Supongamos que oqxj +<x 2 x 2 + ••• + a„x„=0; hallando el producto 
escalar con x x se tiene 

«i(xi, x])4-a 2 (x], x 2 )+---+a„(x 1 , ^ = (5^, 0)=0 

o equivalentemente aJxJ^O, ya que los vectores son ortogonales entre si; como 
||3fiM0, se tiene aj=0. De forma similar se deduce a 2 = -- = a„ = 0. ■ 

* * * 

Podemos ahora trasladar teoremas de la geometria elemental a este nuevo marco 
de la «geometria» en los espacios euclideos. Comencemos con el teorema de Pitagoras. 
Por analogia con los vectores en el plano podemos considerar x* + jT como la 
hipotenusa de un triangulo rectangulo determinado por los vectores ortogonales x e jf. 
Por la defmicion de producto escalar y la ortogonalidad de x e jf se tiene: 

II x* + FII 2 = (x +jf, X +jf) = ||x || 2 + 2(x, jf)+ ||jf|| 2 = ||x*|| 2 + ||]f|| 2 

Esta igualdad representa el teorema de Pitagoras en los espacios euclideos. 


Otra propiedad geometrica que puede demostrarse en los espacios euclideos es la 
desigualdad triangular, es decir, en todo triangulo la longitud ||x +y*|| de uno de sus 
lados es menor o igual que la suma de las longitudes de los otros dos. Para demostrar 
esto, se utiliza la desigualdad de Schwarz para obtener 

llx +FH 2 = (x +jf, x +jf)=||x || 2 +2(x, jf)+ ||jf || 2 ^ 

= l|x || 2 + 2||x*||||y*|| + ||jf || 2 = (||x*|| + ||jf ||) 2 

por tanto: 



II x +y II ^ l|x*ll + 1| j' II 

que es el resultado deseado. 



X 
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EJERCICIOS (SECCIONES 8.1 Y 8.2) 

1. ^Cuales de las siguientes funciones ( , ): IR 2 x IR 2 i— defmen un producto escalar?: 

a) (x, y) =x iyi + 2x 2 y 2 + 2 yi x 2 - 3 Xl y 2 

b) (x,y) = x-iyi-x 2 y2 

c) (x,f)=x 1 yi + 2x 1 y 2 + 3y l x 2 + 1 x 2 y 2 

d) (x, J) = x 1 y 1 + 2x 2 y 2 + 'Sx l y 2 + 'ix 2 y 1 

e) (x, y) = 2 x 1 y 1 + 2>x 2 y 2 + 2x 1 y 2 + 2x 2 y 1 

Justificar la respuesta. Encontrar la matriz, en la base canonica, de aquellas funciones 
que sean producto escalar. 

2. Encontrar la expresion analitica del modulo de un vector y dd coseno del angulo 
de dos vectores en R 2 para aquellas de las funciones en 1, que sean producto escalar. 

3. Encontrar el angulo entre las aristas opuestas de un tetraedro regular. 

4. Encontrar los cosenos de los angulos entre la recta X! = x 2 - x„ y los ejes 
coordenados en R", con el producto escalar usual. 

5. En el espacio vectorial jU 2 x 3 (R) de las matrices reales de orden 3, demostrar que 
(A, B) = traza(dB‘) es un producto escalar. 

6. Sea (K ( , )) un espacio euclideo. Demostrar: 

a) 2 ||iT || 2 + || E || 2 ) = || u + E || 2 + ||u - E || 2 , Vu,veV (ley del paralelogramo). 

b) 4(u, v)= ||IT+ir|| 2 - llu-EII 2 , vsr, V e V (polarizacion) 

c) 2(u, F)=||ir + tr|| 2 -||u || 2 -||F|| 2 , Vu, veV. 

7. Sea V un espacio vectorial. Una norma en V es una funcion || ||. que 

satisface: 

i) ||u|| ^O, Vif e V y ||u|| =0<=>if = 0 

ii) || Aif || = |A| l|if ||, Vu gK 2elK ( = R o C) 

iii) ||tf + Tf|| ^ \m + \\n (desigualdad triangular). 

a] si y es un espacio vectorial euclideo con producto escalar ( , ) el modulo de 

’ »„ ,=c.or es una nor m a q»e sa.isfaee 1. ley del paralelogramo Probar que s, 

V es un espacio vectorial con norma || || que satisface la ley del paralelogra- 
mo entonces existe un producto escalar ( , ) en V tal que 11« || -(«,«) • n 
consecuencia, la condicion necesaria y suficiente para que una norma sea el 
modulo de un producto escalar es que satisfaga la ley del paralelogramo. [Swffere - 
cia: comenzar demostrando que (u t + « 2 , v ) = («i, v) + (u 2 , v ).] (ver problema ). 

b) Sea ||3T||=|x 1 | + |x 2 | definida en R 2 . Demostrar que | || es una norma en R , pero 
no es el modulo de ningun producto escalar en R . 
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8. Sea (E, ( , )) un espacio euclideo y {«„ ..., u „} un conjunto de vectores ortogona- 
les de E. Demostrar: 

n |(tf if)| 2 

a) Z . ’ ‘ 2 + ||If || 2 , VI fe£ (desigualdad de Bessel). 

i=l ll M ill 

b) Si los (u)} son una base ortogonal de E 

1 " (If, ifi)(ifi, w) ... . . _ n 

(t\ w)= > — — r , V v, weE (ldentidad de Parseval) 

i=i llu.-ll 2 

9. Demostrar que la desigualdad de Schwarz es una igualdad si y solo si los vectores 
son proporcionales. 

10. Demostrar la siguiente generalizacion del teorema de Pitagoras: 

||x 1 +x 2 + ---+x n || 2 = ||x 1 || 2 + ||x 2 || 2 + --- + ||x„|| 2 
si los vectores xj, x" 2 , ..., 3f n e£ son ortogonales dos a dos. 

11. Si x e f son dos vectores cualesquiera en un espacio euclideo E, demostrar que 

ll^-FII^II|x||-||y|||. 


8.3. BASES ORTONORMALES EN UN ESPACIO EUCLIDEO 

En un espacio euclideo E una base se dice ortogonal si sus elementos son ortogona- 
les dos a dos; si, ademas, los elementos de una base ortogonal son de longitud 1, la 
base se llama ortonormal. 

Ya hemos demostrado en la seccion 8.2, lema 2, que todo conjunto de vectores, en 
un espacio euclideo, ortogonales dos a dos, son linealmente independientes. Demostra- 
remos a continuacion que en todo espacio euclideo existen bases ortogonales; en el 
proceso de la demostracion daremos un procedimiento, denominado metodo de ortogo- 
nalizacion, que permite obtener una base ortogonal a partir de cualquier base del 
espacio vectorial. En la literatura matematica tambien se le llama metodo de Gram- 
Schmidt. 

TEOREMA 1 (Metodo de ortogonalizacion ) 

Sea x], x* 2 , ..., x k , ... una sucesion fmita o infinita de vectores linealmente 
independientes en un espacio euclideo E y sea L k =L(T t , ..., 3c* t ), el espacio 
vectorial generado por los k primeros vectores. Entonces, existe un conjunto de 
vectores yj, f 2 , ..., f k , ... tal que: 

a) E1 espacio vectorial !* = £ (yj, ..., f k ) coincide con L k para todo entero 
positivo k. 

b) E1 vector f k+1 es ortogonal a L k para todo entero positivo k. 
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Nota. Un vector jf en un espacio euclideo se dice ortogonal a un subespa- 
cio vectorial L si es ortogonal a todos los vectores de L; si L esta generado por 
los vectores x 1; x 2 , ..., x k , basta probar que jT es ortogonal a cada uno de los 

k 

vectores x p j = 1, 2, k; en efecto, si x = £ <x -Xj se tiene que 

7=1 

{x, f ) = ( £ ax, / ) = £ a /* 7 > 7)=° 

\7= 1 J ) 7=1 

Teorema 2 . _ 

En todo espacio euclideo E de dimension finita existen bases ortonormales. 

Demostracion. Sea {3T 1( x 2 , ..., x„} una base cualquiera de E; tomamos 
{jTi, y 2 , ..., jr„} como en el metodo de ortogonalizacion del teorema 1; esta nueva 
coleccion genera todo el espacio vectorial debido a a) y son ortogonales debido a b). 
Para encontrar una base ortonormal tomar e’ J =Y j/WYjW, j= 1, ..., n. ■ 

Demostracion del teorema 1. Tomar 3T = *i e Yi = x 2 + a Fii elegimos a de manera 
que p*! e f 2 sean ortogonales: 

0 = (jfi, F 2 ) = (Fi, ^2 + aFiMFn x 2 ) + a(F, jfj) 
de donde se deduce que 


CPi» x 2 ) 



E1 denominador de esta fraccion es no nulo, puesto que jq # 0; de la construccion 
realizada se deducen inmediatamente las propiedades a) y b) para k = 2. 

Procedemos ahora por induccion; supongamos que hemos elegido f u f 2 , ..., f k , de 
manera que L k = L k y son ortogonales dos a dos. Tomemos 

Yk + 1 = + 1 + 2 lF 1 + ^- 2/2 d b ^kfk 

y escojamos k u k 2 , ..., k k de modo que y t + i sea ortogonal a f u f 2 , ..., f k . Para ello 
tenemos 

0 = {f k + 1 , fj) = {x k+l , fj) + kj(fj, fj), j = 1, 2, .... k 
de donde deducimos que 



(**+i, fj) 

iluli 2 


Como antes, el denominador de esta fraccion es no nulo y L k+1 =L k+1 . 
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EJEMPLO A. Encontremos una base ortogonal en el espacio P|{ 3> ([— 1, 1]) de los 
polinomios de grado menor o igual que 3 en el intervalo [—1, 1] con el producto 
escalar del ejemplo D (seccion 8.1). 

Tomemos como base inicial x^ = 1, x 2 = t, x 3 = t 2 , x 4 = t 3 . Elegimos y k = x k = 1, y 2 = t 
+ a- 1 y calculamos a para que (j' 1 , y 2 )=0: 

•1 /*i 

0 = (yi, y 2 ) = (l> t + «) = (l, t)+(l, a)= tdt + a dt = 0 + 2a; 

J-i J-i 

por tanto, y 2 = t. Tomamos j' 3 = t 2 + 2 1 ■ 1 +k 2 t: 

0 = (yi,y3)=J t 2 dt + x jJ dt + 2 2 J tdt = ^ + 22j => 


Al ~ 3’ 




0=(y 2 , ^3)= t 3 dt + kj tdt + k 2 t 2 dt = k 2 - => k 2 = 0; 


por tanto: 




Tomamos j' 4 = t 3 + A 1 • 1 +A 2 f + 2 3 ^t 2 — f J 

0 = (j'i, y 4 ) = J t 3 dt + k 2 J dt + k 2 tdt + k 3 j ^t 2 — -^dt = 2 Aj 


0 = (y 2 , yj = J 


Ai = 0; 


t* dt - f-Aj I t dt ■+■ t^ dt-\-k$ 


2 2 , 

-- + 3 A 2 => 


fVH 


A 2 ---; 
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finalmente. 


por tanto, 


o=Cy3> f 3 )+^i(y3. i)+^2(y3. O+'M.Vs, j^)- 

= 1 ^t 2 -^t 3 dt + 0 + 0 + A 3 * = 0 + J. 3 ||y 3 || 


A 3 = 0; 


Resumiendo, 


y 4 = r --t; 


. 1 3 3 

yi = U yi = t, y 3 = t 2 --, y* = t -j* 


es una base ortogonal de este espacio. 


* * * 


Sea {?!, ? 2 , ..., ?„} una base ortonormal en un espacio euclideo E. Puesto que 
(e*., ?j) = dij, i,j’= 1, 2, ..., n (^recuerda la 3 de Kronecker introducida en el capitulo 6?), 
la matriz del producto escalar en esta base es 

/, 0 ... 0\ 

0 1 0 . 


Por tanto, si x = £ x i e i eE e J = Z y^j e ^ se tiene ^ ue 

i = 1 J= 1 

(x,y)= x iyi+ x 2y2 + '"+ x nyn (-0 

que nos da una forma sencilla de expresar en coordenadas el producto escalar de un 
espacio euclideo, cuando en el se ha elegido una base ortonormal. 

Reciprocamente, si un producto escaiar tiene una expresion como en (3) en una 
cierta base, esta base es ortonormal; basta observar que de (3) se deduce que (e h e j )= 0 
si y (? h ?,)= 1 • 1 = 1, <> J = U 2, ..., n. 

1 3 

Ejercicio. Los polinomios y 1 = l, y 2 = t, y 3 = t 2 - y. = t 3 --t encontrados en el 
ejemplo A reciben el nombre de polinomios de Legendre, porque fue este matematico 
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frances quien los introdujo en 1785. Demostrar que los polinomios y n (t) coinciden, 
salvo constantes numericas, con los polinomios dados por la formula 

Pn(t)=~L(t 2 -\ri n = 0,1,2, 3 

Este formula fue encontrada en 1814 por el matematico portugues Rodrigues. 

Ejercicio. En el espacio vectorial #([-oo, oo]) de las funciones continuas en la 

’*ao 

recta real, demostrar que (f g) = f(x)g(x)e~ x * es un producto escalar y encontrar 
los tres primeros terminos de la ortogonalizacion de la familia de funciones 1, x, x 2 , x 3 , 

Nota. Es necesario saber que 



EJERCICIOS 8.3 

1. Sean « 1= ( — 2, —1, 1), u 2 = (0, —1,0) y tT 3 = (l, —1,0) tres vectores linealmente 
independientes de R 3 . Definimos un producto escalar en R 3 afirmando que {u u u 2 , u 3 } 
es una base ortonormal. Encontrar la expresion analitica de este producto escalar en la 
base canonica de IR 3 . 

2. Dados x 1= (l, 0, 0), xf 2 = (4, —2, 0) y x* 3 = (l, 1, 5) en R 3 , construir los vectores y u 
f 2 e f 3 del teorema de ortogonalizacion. (R 3 tiene el producto escalar usual.) 

3. Sean tq =(L 2, 0, 0), u 2 = (1, 0, 0, 2) y tf 3 = (l, — 1, —1,2) tres vectores de R 4 . Sea 
W = L(u u u 2 , u 3 ) el subespacio engendrado por u u u 2 ,u 3 . 

a) Encontrar una base ortonormal {? u ? 2 , F 3 } de W usando el metodo de ortonor- 
malizacion. 

b) Extender la base encontrada en a) a una base ortonormal de IR 4 . 

4. Utilizar el metodo del teorema de ortogonalizacion para construir una base 
ortogonal en el subespacio tridimensional de IR 4 generado por los vectores u] 
= (1,2, 1,3), u 2 = (4, 1, 1, 1) y u 3 =( 3, 1, 1,0). 

5. Sea (x*, y) = * 1 y 1 +(x 1 +x 2 )(y 1 -|-y 2 )-|-(x 1 +x 2 + x 3 )(y 1 +y 2 +y 3 ) un producto esca- 
lar en R 3 . Encontrar una base ortogonal de M <= IR si: 

a) M = (xelR 3 / x 1= x 2 = x 3 } 

b) M = {xelR 3 / Xj +2x 2 + 3x 3 =0} 

6. En IR 5 con el producto escalar usual, ortonormalizar los vectores u, =(1, 0, 1, 0, 0), 
if 2 = (0, 1,0, 1,0) y u 3 = (0, 0, 1, 0. 1). 
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7. Sean u=( 1, 2, 3, 4), r* = (0, 3, -2, 1) y w =(1, 1, 0, 0)eR 4 . Encontrar todos los 
vectores de la forma w + aif + pv, a, [3 e IR que son ortogonales a u y if simultanea- 
mente. 

8. Sean a =(1, 2, 0, -1, 0), F = (0, 1, -1, 1, 0)yc=(0, 0, 1, 2^1)eK 5 . Descomponer 
c* en dos vectores, uno de ellos combinacion lineal de a y b y el otro ortogonal 
al anterior. 


9. Sea E un espacio euclideo. Demostrar que u + v y u — v son ortogonales si y solo 


Sl u = c 


10 . Encontrar una base ortonormal para cada uno de los subespacios siguientes: 

a) {(x, y, z)e R 3 / x + y - z = 0} (R 3 tiene el producto escalar usual). 

b) {p(*)s«5 ll [-l. 1] / - = p(«)> (cn PS’C-1, 1] se considera el producto 

1 dx I 

escalar dado 'por p(x)q(x)dx). 


c) {AeJ/ 3xi (U) / traza(/l) = 0} (en J/ 3x3 (U) se considera el producto escalar dado 
en el problema 5 de la seccion 8.2). 

11 . Demostrar que si (x, x) = xf + xl + --- + x 2 n en una base de un espacio euclideo, 
esta base es ortonormal. 


8.4. COMPLEMENTO ORTOGONAL. PROYECCIONES 

DefiniciOn 1 (Subespacios ortogonales) — — — — 

Dos subespacios IFj y W 2 de un espacio euclideo E se dicen ortogonales, y se 
escribe W 3 1 W 2 , si todos los vectores de W 3 son ortogonales a todos los vectores 
de W 2 . 

En IR 3 con el producto escalar usual, un plano y una recta perpendicular a el, qlie 
pasen por el origen, son ortogonales (figura 1); sin embargo, dos planos que son 
perpendiculares en el sentido de la geometria de R 3 no son ortogonales, ya que los 
vectores 3t 1; x 2 de la figura 2 no son ortogonales. 



Figura 1 Figura 2 
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Se tienen las siguientes propiedades de los subespacios ortogonales. 

1) W 3 y W 2 son ortogonales si y sdlo si todos los vectores de una base de W 3 son 
ortogonales a cada uno de los vectores de una base de W 2 . 

En efecto, si {«,, ..., u k } es una base de W t y {iq, ..., T,} es una base de W 2 y si 
x eW 3 , y eW 2 podemos escribir x =xjt x + ••• +x k u k , y’ = y 1 'v l + ---+y}v j ; por tanto, 

* j 

(*> y)= Z Z x+iiu,, r}) = 0 

i = 1 1=1 

ya que (u it tf,) = 0 para todo i=l, ..., k, 1=1, ...,j. 

E1 reciproco es obvio. 

2) Si W^ 1 W 2 se tiene que W 3 n W 2 = {(?}. 

Para demostrar esta afirmacion suponer que xeW^nW^; entonces xeW 3 y 
x £ W 2 ; como W^IW^ se tiene que (x, x) = 0, y de la propiedad d) del producto escalar 
se deduce que x =0. 


Dado un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E el conjunto 
W 1 = {feE /ylx para todo xeW} 

es un subespacio vectorial de E, que recibe el nombre de complemento ortogonal de W. 
Para demostrar que W 1 es un subespacio vectorial de E basta observar que si 
yi,y 2 eW 1 ya,beU, 

(av, +by 2 , x) = a(y t , x) + b(y 2 , x) = 0 
y, por tanto, ayq + bf 2 e W 1 . 

Ejemplo A. En R 3 , con el producto escalar usual, queremos encontrar el 
complemento ortogonal de W={( Xl , x 2 , x 3 ) / x^ =x 2 , x ls x 2 , x 3 eR}. 

Una^base de W es y =(1, 1, 0), tf 2 = (0, 0, 1); un elemento y pertenece a W 1 si y 
solo si y es perpendicular a ifj y a u 2 . Si tomamos y = y-^y +y{e i + y{$ 3 se tiene que 

0 = (y, «\) = (y^ + y 2 ~e 2 + y 3 e 3 , y + e* 2 ) = y 3 + y 2 
o = (K u 2 ) = (y ! y + y{e 2 + y 3 e 3 ,r 3 ) = y 3 

Este sistema es un sistema homogeneo con tres incognitas, cuya matriz de los 
coeficientes tiene rango 2; por tanto, determina un subespacio de dimension 1; este 
subespacio tiene por ecuaciones y 3 = 0, y k = —y 2 y, por tanto, esta generado por el 
vector tf=(-l, 1,0). Asi pues, 


W l =L{- 1, 1,0)} 
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Ejemplo B. En IR 2 , con el producto escalar dado en el ejemplo B de la seccion 
8.1 queremos hallar el complemento ortogonal de la recta r: Xj=x 2 . 

Puesto que r esta generada por u =(1, 1), tenemos que y =(yi, y 2 ) er s ' y s olo si 

0=(y, u) = (y t , y 2 )^j 2 )(i) = ^ 1+y2 ’ Vl +2j '^( 1 ) = 2j ' 1 + 3y * 

Por tanto, r 1 es una recta de ecuacion 2 y t = —3 y 2 , es decir, generada por 

V = (3, -2) 



En este ejemplo se observa que el complemento ortogonal de un subespacio 
vectorial depende en gran medida del producto escalar utilizado. Observar que en este 
ejemplo los subespacios r y r 1 no son perpendiculares en el sentido de la geometria 
clasica estudiada en el capitulo 3. 

* * * 

E1 procedimiento seguido en los dos ejemplos anteriores para encontrar el comple- 
mento ortogonal de un subespacio vectorial se generaliza a continuacion. Sea E un 
espacio euclideo con base B = {U lt u 2 , ..., tT„} y sea W un subespacio vectorial de E 
generado por los r vectores linealmente independientes 

n n * 

= X V 2~ X U 2j U p V r = Z a rj U j * 

i=i j = i j = 1 

Los elementos x e W 1 quedan caracterizados por las relaciones 
(tfi, x) = 0, (v 2 x) = 0, ..., (E r ,x) = 0 

ya que esto es suficiente para demostrar que x es perpendicular a todos los elementos 
de W. 


r 
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Si x — Y, x iUj, las igualdades anteriores se transforman en 

i = 1 


^ ( X a lj U j, X X i u i ) — X X a lj( u j, U i) x i 

\j= 1 •=! J i=l j=l 


0= I «2 J U J, I x i u i )= I I a 2j (Uj, BD 

v=l i= l / i=l j= 1 


n n \ n n 

Z a rjUj, £ X i u i )= X £ a rj( U j, Uj) -X; 

j=l i = 1 / i=l[_j=l J 


que es un sistema homogeneo de r ecuaciones con n incognitas x u x 2 , ..., x„. Las 
soluciones de este sistema forman el subespacio ortogonal a W. 

Si la base B es ortonormal el sistema anterior se transforma en 

fl n x i +Ui 2 x 2 + ••• + a in x n = 0 
a 2 ,Xi +a 22 x 2 H l-a 2 „x„ = 0 

a rl x l + a r 2 X 2 + •■• + a r „x„ = 0 

Ejercicio. Si W es un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, demostrar 
que (fF 1 ) 1 = W. 

Proposici6n 2 

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E, entonces E es suma 
directa de W y su complemento ortogonal W 1 . 


Demostracion. Si x e W n W 1 se tiene que x e W y x e W 1 ; por tanto, (3c| x) = 0, 
de donde deducimos que x = 0. Asi se comprueba que W n W 1 = {0}. 

Falta probar que W + W X = E. Para ello sea B = {e [, ..., ~e r } una base ortogonal de W 
y completemosla hasta obtener una base ortogonal {e t , ..., ~e r , ~e r+i , ..., r n } de E; siYeE 
podemos escribir 


^ = I z.e,- = I zp + £ z t T, =x+y. 

‘=1 i=l i=r+ 1 


Claramente x eW; puesto que, ademas, y e W 1 ya que para todo j= 1, ..., r 


(ej, y)=l ej, £ ) = 0 


se tiene el resultado deseado. 
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Observacion. De esta proposicion y de la proposicion 2 de la seccion 5.4 se 
deduce que dim(H / ) + dim(VF ± ) = dim(£). 


Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E. Puesto que E = W © W L , 
de la caracterizacion de suma directa (ver proposicion 4 de la seccion 5.4) se deduce 
que todo xeE posee una descomposicion unica de la forma x =~y +T con ~yeW, 
TeW 1 . E1 vector f recibe el nombre de proyeccidn ortogonal de x sobre W y se 
escribe f = P w (x) = P(x), mientras que T es la proyeccion ortogonal de x sobre W 1 y 
se escribe T = Q w (x) = Q(x). 



E1 angulo que forma un vector xeEcon un subespacio vectorial W se define como el 
angulo que forma x con P(x ); por tanto, 


cos f. (x, W) = cos *): (x, P(x )) = 


(X, P(X )) 
X II l|f 5 (x)|| 


(y + z, y) 

iixii nyii 


llFll 2 
II5TII 11711 


l|P(x)|| 

llxll 


En las aplicaciones es conveniente conocer como se resuelve el problema de 
encontrar la proyeccion P(x) de un vector x sobre un subespacio W que tiene 
.{«*!, ..., tf r } como base (no necesariamente ortogonal). La solucion de este problema se 
encuentra de la siguiente manera: como P(x)eW hemos de tener 


Pjxj^X^u^ H 1- A r u r ; 


ademas, Q(x)e W 1 y, por tanto, (Q(x), u } ) = 0 para todo j= 1, 2, ..., r. Como x=P(x) 
+ Q(x) se tiene que Q(x) = x — P(x) y, por tanto, 


(X, Mj) Xi(Ui, u^) ••■ 2 r (u r , u^) 0 
(x, u r ) (uj, u r ) • • • 2 r (u r , u r ) 0 


(II) 
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que es un sistema de r ecuaciones con r incognitas /.„ ..., / r ; puesto que la proyeccion 
P(x ) de un vector x e E es unica, este sistema debe tener una unica solucion; por tanto, 
su determinante 

(«i, «i) ••• (K, “i) 

D r = | ;• 

(«i, K) ••• (K u r ) 

debe de ser no nulo y las soluciones j vienen dadas por 

4* 

( U i, U]), ..., (x, Uj), ..., (u r , Uj)^columna j 

: ! : 7 = 1 , 2 , ...,r 

(« 1 , “r), .... (x, tT r ), ..., (u r , u r ) 
de acuerdo con la regla de Cramer. 



Ejemplo C. Tratemos de encontrar el angulo que forma el vector p(t) = t 2 con el 
plano generado por los vectores p 0 (t)= 1, p,(t) = t en el espacio PSj 3) ([-1, 1]) de los 
polinomios de orden menor o igual que tres con el producto escalar de la integral dado 
en el ejemplo D de la seccion 8.1. 

Sea W=L( 1, t); como cos (t 2 ,W)= cos-): (t 2 , P(t 2 j) comenzamos calculando P(t 2 ); 
tenemos que 

P(t 2 ) = 2j • 1 +2 2 t, 

de manera que t 2 — P(t 2 ) es perpendicular a W; por tanto, 


o=(i, t 2 -p(t 2 ))=| t 2 rft— J 1 X x dt- 


0 = (t, t 2 -P(t 2 j)= t 3 dt— X^tdt 


X 2 tdt= — 22, 
3 1 


l 2 t 2 dt= — X 2 


de donde se deduce que P(t 2 )= 1/3. 

Una vez calculada la proyeccion se tiene que 


cos f (t 2 , W) = cos f (t 2 , 1/3) = 


111/3 II + 2/3 +5 

K , l +21+5 3 


* * * 
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Ejfmplo D. Consideremos el hiperplano W' de (considerado eomo un 
espacio euelideo eon el produelo esealar usuall que “ obtiene Irasladando el suhesp - 
cio W de ecuaciones x, -x, mediante el vector o -(0. 1, i\D*iox 
mos hallar v z de ntanera que x -y +r y z sea ortogonal a W (ver figura adjunta) 

y eW'. 



restamos a de la igualdad x=y +z’ se tiene 


x — a =(y-a)+~z', 

donde y — ae W y Por tanto, z coincide con la proyeccion Q(x-a)dc x -a 

sobre W\ Hallamos primero P(x -a); como VP esta generado por e t -(l 0, 1) y e 2 
= (0, 1, 0) se tiene que 

P(x—a) = k iC*! + A 2 e 2 i 


ademas: 


(x-a)-P(x -fl)) = (2+0+l)-Ai2 => Aj-3/2 
0 = (e 2 , (x -a)-P(x -a)) = 0-A 2 - 1 => A 2 = 0. 


Por tanto, P(x— a) — -e u con lo cual 

T = Q(x—a)= x—a —P(x—a)=(2, 0, °' “ 2 )' 


Ahora es sencillo calcular y puesto que 


y = x - z 


1 . /3 5 


= (2, 1,2)- j.0. -2 =U’ U 2 


* * * 


Capitulo 8 Espacios euclideos 


577 



Observar que el ejemplo D podia haberse realizado siguiendo los procedimientos 
de geometria clasica en el espacio estudiados en el capitulo 3. La definicion axiomatica 
de espacio euclideo nos da entonces otro procedimiento para resolver el problema de 
las proyecciones. 

Lema 3 

Sea W un subespacio vectorial de un espacio euclideo E y sea x eE. Si x =y 
+T con y e W, se tiene que 

\\n ^ ii< 2 (x)h 

Demostracion. Basta aplicar el teorema de Pitagoras de la siguiente manera: 

II? 11 2 = II x - y || 2 = || P(x) + Q(x) - / 1| 2 = || P(x) -y + Q(x)\\ 2 = 

= ||P(x) — y|| 2 + ||0x)|| 2 ^ ||e(x-)|| 2 

donde la liltima igualdad se debe a que P(x)- y eW y Q(x)eW l ■ 

E1 lema 3 demuestra que si x = P(3f) + 0(x) con P($)e W, y g(x)e W\ P(x) 
es la mejor aproximacion a 2 de W . Para calcular P(x) puede procederse de la 
manera que se explica a continuacion. Tomando una base ortogonal {T/, 

de W podemos escribir P(X) = £ e ; t 5 ; . Como Q(x) es perpendicular a Vj. 

1=1 

(x, Vj) = (Ptf) + Q(x), Vj) = (/>(*), Vj) = CjWvjW 2 
y, por tanto, los coeficientes de P(x) se calculan con la formula 


(1, v) 



que se llaman componentes de x en la direccion de Vj,j = 1, ..., r. 


Ejemplo E. Tratemos de encontrar la funcion de la forma + a 2 sen x + 
+ o 3 cos x + a 4 sen 2x + a 5 cos 2x que mejor aproxime a la funcion 



si 

si 


— 7t ^ x < 0 
0 ^ x 7t 


x e [ — 7t, 7t] 


segun el producto escalar. La mejor aproximacipn es aquella en que los a. son las 
componentes de f en la direccion de 1, sen x, cos x, sen 2x y cos 2x. En este caso las 
componentes a^ reciben el nombre de coeficientes de Fourier de / 
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Como 


(/ 1 ) 


f(x) dx = 


— 1 dx + 


1 dx— — 7t + 7t = 0 


el primer coeficiente a 2 es nulo. 
Como 


||sen x|| = 


sen 2 x dx = 


f" 1 — cos 2x 


dx = n 


el segundo coeficiente es: 


1 ,, ,1 

«2 = - (/ Sen X ) = Z 


f n , 1 

f(x) sen x dx = - 


— sen x dx + 

'n 

sen x dx 

n 

_ % 


0 


1 4 

= - [2 + 2 ] = - 

n L J n 


De manera similar el lector puede calcular el resto de los coeficientes, que seran 
todos nulos. Por tanto, la mejor aproximacion a / en el espacio generado por 

4 

{l,sen x, cos x, sen 2x, cos 2x} es - sen x. 

4 

En el grafico adjunto se dibujan la funcion / y su aproximacion ^ sen x. 



Anadiendo funciones trigonometricas pueden lograrse mejores «aproximacio- 
nes» de esta funcion. 


Con una cantidad infinita de funciones trigonometricas se consigue la aproxi- 
macion 

4 00 1 

/w ~ ; irn sen a " + ' )+ 

Pueden dibujarse algunas de las primeras sumas parciales de esta serie para 
comprobar que cada vez se aproximan mas a la funcion f En la figura siguiente se 
dibuja 


4 4 4 

- sen x + — sen 3x + — sen 5x 
n 3n 5n 


que consta de los tres primeros sumandos de la serie anterior. 



Poniendo 


x = - se obtiene 


la aproximacion 


71 

4 


-1 A_i 1 JL 

3 + 5 7 + 9 + 11 + 


en la que los denominadores son todos los numeros impares. 

Ejemplo F. E1 lema 3 se utilizara en este ejemplo. Dada una funcion/(t) defmida 
en el intervalo [a, b], y t u t 2 , ..., t„ e [a, b], se trata de encontrar un polinomio p(t) de 
grado k < n y tal que la desviacidn cuadrdtica media de la funcion / defmida por 


«t / p) 2 = t lf(tj)-p(tj)Y 

7=1 

sea minima. 

Si en el espacio de todas las funciones definidas en los puntos t u t 2 , t„, defmimos 

n 

(f 0)= Y, f(tj)d(tj), f g funciones 

7=1 
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S e tiene un espacio eudideo de dunension n B. -. « ’*££££&%£ 

nlanteado se reduce a encontrar la proyeccion (/) J P 2 

te poConiios de grado no superior a k, ya que en.onees 110/11 

minimo, de acuerdo con el lema 3. 

Este problema ya sabemos resolverlo: se tendria 

P(/)=A 0 + Ait+- + V‘ 

donde los A k son soluciones de ™ strarfas^afinnaciones anteriores. Suponga- 

Realizamos un ejemplo sencillo para llustra desviacion 

mos que queremos encontrar un polmomro de grado 2 de manera que 
Ldratica media de la funcion/(t) = cos en los puntos tl =0, t 2 - l,t 3 -2 
para este polinomio en el intervalo [0, 2]. 

E1 polinomio minimo P(f) sera de la forma 

P(/) = A 0 + A jf + Ajt 2 

de manera que 

(f, 1)-A 0 (1, 1)— Ai(t, 1)-A 2 (t 2 , D = 0 

(/, t)-A 0 (l, 0-K(U t)-Xi(t\ t) = ° 

(/, t 2 )-A 0 (l, t 2 ) — A/t, t 2 ) — A 2 (t 2 , t 2 ) = 0 

Utilizando el producto escalar anteriormente defmido obtenemos 

1 — A 0 3 — Ai3 — A 2 5 =0 
1 — A 0 3 — Aj5 — A 2 9 =0 . 

3 — A 0 5 — A L 9 — A 2 17 = 0 


Puesto que 


3 3 5 

3 5 9 

5 9 17 


9 = 02 4 «1. J + 2 2 4 - 4 

7 2 6 12 


13 5 * - - ^ 

= i ^ 5 9 =- 0 2 4 = — - 2[12 10] = 1 


3 9 17 


2 6 12 


; ' 1 = 4 


^7 — , 


31 9 =- 0 0 
4 . , 


• 4-4= —4 


5 3 17 1 I 5 3 17 | 

3 3 1 3 3 1 } 

3 5 1 =- 0 2 0 =-2-4-2 

5 9 3 5 9 3 


tenemos: 
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Por tanto, P(/) = l— 4t + 2t 2 , que ha sido dibujado con trazo fino en la figura adjunta. 



/(() = cos nt 




8 

o < 
w 3 o 
c ffl o 
c, 2 D 


EJERCICIOS 8.4 

1. Encontrar el complemento ortogonal del subespacio IE de £ cuando: 
u) E = IR 3 , lP = L(ir, E) con S* = (1,0, 1), tf = (2, -1, 1). 
b) £ = IR 4 , VP= {xe R 4 / +x 2 + .x 3 + x 4 = 0 y 2x x -x 2 =0}. 

En ambos espacios se considera el producto escalar usual. 



2. Sea W como en 1 .b) y W(2>, 2) = {xeR 4 /x! + x 2 + x 3 + x 4 = 3, 2xi~x 2 = 2} una 
subvariedad afin trasladada de W. 


a) Encontrar la expresion analitica, en la base canonica de R 4 , de la proyeccion 
ortogonal sobre W. 

b) Similarmente sobre W( 3, 2). 


3. Sea E un espacio euclideo, A y B subconjuntos de E y W y Z subespacios 
vectoriales de E. Demostrar: 

a ) A 1 = {u e E / (u, V)—0, VFed} es un subespacio vectorial de E: 

a ) -4 11 ^(A 1 ) 1 =L(A), es decir, el subespacio engendrado por A. 

b) A c B => B 1 c A 1 . 

c) (W + Z) 1 = W 1 n Z 1 . 

d) (WnZ^^W^+Z 1 . 


4. En R descomponer / =(5, 2, —2, 2) en una suma de dos vectores, un vector / 
perteneciente al subespacio vectorial generado por7>! = (2, 1 , 1 , -1) y/ 2 = (i, l, 3, 0) y 
un vector h ortogonal a este subespacio. 


5. Encontrar el complemento ortogonal de cada uno de los subespacios del ejercicio 
10 de la seccion 8.3. Ademas 

a) En .# 3x3 (R) con el producto escalar (A, B ) = traza (AB)‘, hallar el complemento 
ortogonal del subespacio de las matrices diagonales de ^# 3x3 (R). 

b) Determinar la proyeccion ortogonal y la minima distancia de una matriz X 
=(Xij)eJf 3x3 (U) al subespacio de las matrices diagonales. 
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6. En K 4 con el producto escalar usual determinar las ecuaciones de la proyeccion 
ortogonal sobre el subespacio generado por (1, 1, — 1, 0) y (0, 0, 2, 1). 

7. Sea E un espacio euclideo y H 7 un subespacio vectorial de E; designar por P w la 
proyeccion ortogonal sobre W. Demostrar que (P w (x ), y ) = (x, P w (y )) para todo 
x, yeE. 

8. Sea E un espacio euclideo; E* = L(E, R)={/: £h+R|/ lineal} se denomina el 
espacio dual de E. 

Teorema de representacidn de Riesz. Para cada/ e E* existe un unico UfeE tal 
que f(v) = (u f ,T>), VveE. La aplicacion de E*^>E es biyectiva y satisface 

u f+g = u f + u g y u Xf = /.u f (luego es lineal). 

Sea E = U 3 y feE* defmido por /(e\) = 2, f& 2 )= 1> /(?•»)= “ 1- Encontrar u f . 

9. Sea E un espacio euclideo, W <=. £ un subespacio, P: Ee->E la proyeccion ortogo- 
nal sobre W. Demostrar: 

a) VueE, ||tf-P(u)|| g ||u-vv ||, Vvv e W (P(u) es el punto de W a distancia minima 
de u). 

10. En lo que sigue se supone: (a) que no se conoce la descomposicion £= VE© W y 
(b) que para cada TT e E existe al menos un z e W tal que 

||n — T|| g ||tf — vv||, V vv e fF (*) 

a) Probar que para cada tf existe un unico z eW satisfaciendo (*). 

b) Sea Q: Ee->E definido por Q(u) como el unico z eW satisfaciendo (*). Probar que 
(u-<2(tr), vv ) = 0, Vvv eW. 

c) Probar que Q 2 = Q y Q e L(E) (aplicaciones lineales de £ en £) y, por tanto, es una 
proyeccion. Ademas, img Q = W. Nota: debido a c), Q = P es la proyeccion ortogonal 
sobre W. 


8.5. ADJUNTA DE UNA APLICACION 

Definici6n 1. — 

Sea £ un espacio euclideo y A una aplicacion lineal de £ en £, es decir, 
A e £(£); una aplicacion A'eL(E) se dice que es adjunta de A si para todo 
x, y e E se tiene 


(Ax, y)=(x, A'y) 
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La definicion anterior plantea dos preguntas inmediatas: 

1. ^Existe siempre una aplicacion adjunta de una dada? 

2. a Si existe una aplicacion adjunta de A , ^es unica? 

Comenzaremos contestando a la segunda de manera afirmativa; para probar que la 
adjunta de A es unica supongamos que existen aplicaciones lineales B y C tales que 

(Ax,y) = (x, B(y j), (A(x), y) = (x, C(y j); 

entonces tenemos (x, B(f )) = (x, C(y)j o equivalentemente (x, £(C)-C(C)) = 0 nara 
todo x,feE; tomando x=(£-C)(y) se tiene P 

(( B-C)(y ), (B-C)y) = 0 

y por la propiedad d) del producto escalar se tiene (£-C)(y) = 0 => B(v) = C(7) lo 
cual prueba que B y C coinciden. 

En el razonamiento anterior se ha obtenido el siguiente resultado, que merece la 
pena destacar para su uso futuro: 

Lema 2 

Si B, CeL(E) y son tales que (% B(y))=(x, C(yj) para todo x,yeE, se 
tiene B = C. 

_ 


La pregunta primera tiene tambien una respuesta afirmativa si dim(£) = n<oo. 

Para demostrarlo, sea {e u ..., e„} una base ortonormal de £ y A=(a r )‘Z\ " la matriz 

de A , en “ta base; sea A' la traspuesta de la matriz A y sea A' la aplicacion lineal de 
matnz A en esta misma base; demostraremos que A' es la aplicacion adjunta de A 
Tenemos que 

e k ) = (a u T 1 + — + a ni e n , e k ) = a ki 

y 

(e t , A (e k j) = (e h a kl -I F a kn e n ) = a ki 

con lo cual tenemos (A(ej), e k ) = (e b A'(e k j) para todo i,k = 1, 2, ..., n. Como todo vector 
de E es combmacion lineal de los vectores de la base, de la igualdad que acabamos de 
probar se deduce que A' es la adjunta de A; en efecto, si 

n n 

x = T. x +h y= £ yjej 

1-1 J=1 


384 


Algebra y Geometria 


Capitulo 8 Espacios euch'deos 


385 


I 

tenemos que 

(A(x), y) = f t ^y/Afej, e/= f, t X A/A, A\ej)=(x, A'(f)) 

i=lj=i i=i j=i 

lo cual prueba el resultado deseado. 

Hemos demostrado el siguiente resultado: 

Proposici6n 3 — — — — — — 

Para toda aplicacion tineal A e L(E), donde E es espacio euclideo de dimen- 
sion finita, existe una unica aplicacion adjunta A' de A, cuya matriz en una base 
ortonormal es la transpuesta de la matriz de A ■ 

* * * 

A continuacion damos algunas propiedades de la aplicacion adjunta de una dada. 

a) /' = /, donde / denota la aplicacion identidad (basta observar que (I(x),f) 

=(x, y) = ( x, I(y )) para todo x,yeE). 

b) (A')' = A, ya que 

(A(x), y) = (x, A’(y)) = (A'(y), x)=(y, (zl')'(r)) = ((zl')'(x ), y) para todo x,yeE. 

c) (A + B)' = A' + B', ya que 

(3q (A + B)J) = ((A + B)x, y) = (Ax, y) + (Bx, >0 = (x; zt'(y)) + (3T, B'y) = (x, (A' + B’)f) 
para todo x,feE. 

d) (A ° B)' = B' ° +', ya que 

(x, (A ° B)'y ) = (A o J3(x ), y) = (Bx, A'(y)) = (x, B' ° A’(y)) 

para todo x,feE. 

e) Si A posee inversa, se tiene (A~ 1 )' = (A') L . 

Como A° A~ l = 1 se deduce de d) y a) que (A° A~ l )’ = (A~ l )' ° A' = I' = I, lo 
cual prueba que la invesa de A’ es la adjunta de la inversa. 

Nota. Las propiedades anteriores tienen su traduccion para matrices trans- 
puestas; por ejemplo, d) s^ escribe como (ABf = B'A’. / 


8.6. APLICACIONES AUTOADJUNTAS 

DefiniciUn 1 ( Aplicacidn autoadjunta ) 

Sea E un espacio euclideo y Ae L(E); la aplicacion A se dice autoadjunta si su 
adjunta A' coincide con A, esto es, A' = A. De forma equivalente, 

(Ax, y) = (x, Af) 

para todo x,feE. 


Si A es la matriz de una aplicacion A e L(E) en una base ortonormal, sabemos que 
A' es la matriz de A' en esta misma base; si A es autoadjunta se ha de tener A = A'. Por 
tanto, la matriz de una aplicacion autoadjunta en una base ortonormal es simetrica. 

En la seccion anterior se ha demostrado que la aplicacion adjunta de la identidad 
IeL(E) es ella misma; tenemos en / el primer ejemplo de una aplicacion autoadjunta. 

Las aplicaciones autoadjuntas tienen las siguientes propiedades: 

1. La suma de aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta, ya que (A + B)' = A' + B' 
= A + B. 

2. La aplicacion inversa de una aplicacion autoadjunta invertible es autoadjunta, 
ya que (A~ ')' =(A')~ 1 =A~ l . 

3. La composicion de dos aplicaciones autoadjuntas es autoadjunta si y solo si las 
aplicaciones conmutan, ya que (AB)' = B'A' = BA y, por tanto, (ABj = AB si y 
solo si BA = AB. 

En el ejercicio 11 de la seccion 7.2 se pide demostrar que los autovalores de toda 
matriz simetrica de orden 2 son reales; ademas, del mismo problema se deduce que 
toda matriz real simetrica de orden 2 es diagonalizable. Nos preguntamos si toda 
matriz simetrica (o equivalentemente toda aplicacion autoadjunta) es diagonalizable en 
los numeros reales con independencia de su orden. En esta seccion daremos una 
respuesta afirmativa a tal pregunta y demostraremos, ademas, que los vectores de la 
nueva base pueden tomarse ortonormales. 

En lo que sigue, y mientras no se indique lo contrario, A denota una aplicacion 
lineal de un espacio euclideo E en si mismo. 

Teorema 1 

Si W es un subespacio vectorial de E invariante con respecto a AeL(E), su 
complemento ortogonal W 1 es invariante respecto de la aplicacion adjunta A' de 
A. 


Demostracion. Sea y e W 1 ; queremos demostrar que .4'(y*)e W 1 . Para todo xeW 
se tiene que (x, A'(y)) = (A(5c), >0 = 0, ya que >^ e W 1 y ,4(x*)e W por ser W invariante 
con respecto a A; la igualdad (x, /t'(y)) = 0 para todo xeW implica que A'(f)eW L , 
que era lo que queriamos demostrar. ■ 
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Si A es una aplicacion autoadjunta, se tiene A' = A, y del teorema 1 se deduce 
inmediatamente ei siguiente corolario: 

COROLARIO 2_ - 

Si A es autoadjunta y W es un subespacio vectorial de E invariante con 

respecto a A, W 1 es invariante con respecto a A. 

Teorema 3 — 

Toda aplicacion autoadjunta A en un espacio euclideo de dimension finita 

tiene todos sus autovalores reales. 

Demostracion. Sea A la matriz de la aplicacion A. Supongamos que esta matriz 
posee al menos un autovalor complejo, que denotaremos por ct + i/i con /?# 0. En la sec- 
cion 7.5 del capitulo 7 se demostro que existen vectores u, V, no nulos simultaneamente, 
tal que 

A(u) = au— pv, A(v) = pu +<xv. 

De aqui deducimos 

(Au, V) = ot(u, V) — (l(v, IT) 

(u, AV) = p(u, u) + a(u, tT) 

Puesto que A es autoadjunta se tiene que (Au,V)=(u, AV) y, por tanto, 0 = /?(||if|| 2 
+ 1| f*|| 2 ). De aqui deducimos que /J = 0, que contradice el hecho de que /? es no 
nulo. Esta contradiccion prueba el resultado deseado. ■ 

TEOREMA 4 ( Diagonalizacion de matrices simetricas) 

La matriz de una aplicacion autoadjunta puede ser reducida en una base 

ortonormal determinada a una matriz diagonal. 

Observacion. Del teorema 4 se deduce que toda matriz simetrica es diagonalizable. 

Demostracion. Sea + una aplicacion autoadjunta y un autovalor de A; por el 
teorema 3, es real. Sea ~e x un autovector de A correspondiente a de manera que 
sea unitario. 

Sea W x = L(ej) el subespacio generado por ej; como A es autoadjunta, del corolario 
2 se deduce que Wj 1 es invariante respecto de A. 

La aplicacion A restringida a Wj 1 sigue siendo autoadjunta y, por tanto, podemos 
elegir V 2 € Wj 1 tal que V 2 sea un autovector unitario de autovalor real k 2 de A. 

Tomamos W 2 = L(V U V 2 ) como el subespacio generado por V r y V 2 ; W( es 
invariante respecto de + y el proceso puede repetirse para obtener / 3 , autovalor real, y 
e* 3 , autovector unitario, ortogonal a ej y V 2 . 

Despues de repetir este proceso tantas veces como la dimension del espacio 
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euclideo se tiene una base de autovectores ortonormales, y en esta base la matriz de A 
tiene la forma 


Ejemplo A. Reducir a su forma diagonal mediante una base ortonormal la 
matriz simetrica 


1 V8 

.yfi 3 . 


Sus autovalores son las soluciones de 0 = |A — A/| = (l — A)(3 — A) — 8 = 2 2 — 42 — 5; por 
tanto, 2j = 5, X 2 = — 1. Puesto que 

tomamos ejeL(tij) unitario: 


_ 1 / 2 \ / 1/^/3 

ii^ ii yi2Vv^/ vy2/y3, 


Puesto que 


uj 1 /_4\ ( —2/J 6 


J j)0"(o) * 2 ' + ^ =0 = 


tomamos V 2 eL(u 2 ) unitario: 


ii“2ii y24vys/ vy^vv 

Observar que V t y V 2 son ortonormales. La matriz de A en la base {ej, V 2 ) es 


5 0 

0 -1 


Por tanto, en la base {ej, V 2 j A produce una «dilatacion» en el «eje». cj que se 
obtiene multiplicando por 5, y una «simetria» con respecto a la recta L{ej} (ver figuras 
1 y 2). 
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La imagen de la figura OABC es OA'B'BC' marcada en trazo grueso (figura 2). 



Podemos ahora dar la interpretacion geometrica de las aplicaciones autoadjuntas; 
en la base {e lt del teorema 4, si x = x^ + ••• + x„e„: 

Ax — Xi^i Cj + * • • A~ x n A. n e n 


con lo cual en esta base A se reduce a n «dilataciones» a lo largo de los nuevos ejes; las 
dilataciones pueden o no cambiar el sentido segun que el autovalor sea positivo o 
negativo. 


EJERCICIOS 8.5 Y 8.6 

1. Encontrar la aplicacion adjunta de las siguientes aplicaciones: 

a) T: R 3 h-»R 3 , T(x, y, z) = (x + y + z, x + 2y + 2z, x + 2y + 3z) 

b) A: IR 3 h-+ IR 3 , A(x, y, z)=(-y + z, -x + 2z,x + 2y) 

c) A: A(p(x)) = x~p(x)-~(xp(x)) 

d) T:Jt 3x3 (U)^Jt 3x3 (U), T(A)=A‘+A 

Nota. Los productos escalares de K 3 , Plf’W y ^ 3x3 (IR) son como en el 
ejercicio 10 de la seccion 8.3. 


2. Sean tr t =(1, 1, 0), tT 2 =(l, 0, 1) y tT 3 = ( 1 , 2, 0) los vectores de una base de R 3 . 
Estudiar si la aplicacion +eL((R 3 ) es o no es autoadjunta, cuando su matriz asociada 
en la base (tfj, u 2 , tf 3 } es 


a) 

1' - 4 2 ) 

b ) / 

A = 

2 2 3 



o 

m 

O 

\ 


3. Diagonalizar en una base ortonormal cada una de las siguientes aplicaciones, 
demostrando en primer lugar que son autoadjuntas: 

a) A: 1R 2 1 — ► R 2 , A(x, y) = (2x+y, 2y + x) 

b) A: !R 3 h-*- [R 3 , A(x, y, z) = (y + z, x + z, x + y) 

c) T: Jt 2 x 2 (R) h-. J{ 2 x 2 (R), T(A) = A' 


4. Sea T una aplicacion lineal de un espacio euclideo E en si mismo. Demostrar que 
T+T' es autoadjunta. 


5. Con T como en el problema 4, demostrar que 


ker ( T') = [img ( T)] 1 e img(T') = [ker(T)] 1 


6. Demostrar que toda matriz simetrica Se,#„ x „(R) determina una aplicacion lineal 
autoadjunta en todo espacio euclideo de dimension n. 


8.7. APLICACIONES ORTOGONALES: PARTE I 

Sabemos que en todo espacio euclideo E existe el concepto de longitud de un 
vector; es natural, por tanto, preguntarse cuales son aquellas aplicaciones que conser- 
van la longitud de los vectores de E. A las aplicaciones que conservan la longitud de 
los vectores de E las llamaremos ortogonales; su estudio, asi como su significado 
geometrico, seran el objetivo principal de las dos proximas secciones. 

En lugar de dar la defmicion utilizando la longitud de los vectores, la daremos 
utilizando la nocion de producto escalar. Como mostraremos mas adelante, ambas 
definiciones son equivalentes. 

En lo que sigue E se utiliza para designar un espacio euclideo y A una aplicacion 
lineal de E en E; ademas, cuando sea necesario utilizar la matriz de la aplicacion A se 
entiende que E es de dimension finita. 

Definici6n 1 

Una aplicacion lineal A de un espacio euclideo E se llama ortogonal si 
(A(x), A(y)) = (x, /) para todo x,ye£ (es decir, A conserva el producto escalar). 
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Puesto que si A es ortogonal, 

||x|| 2 =(x, x) = (A{x), >t(x))=M(x)H 2 

v (3r y)= J!1ZL = (y4(n ^J UcOS * (»(*), A(y )) 

cos (x , y ) |l5r|( 1( — n || /4 (x)|| M(y)H 

deducimos que toda aplicacion ortogonal conserva las longitudes de los vectores y los 
angulos entre ellos. Se tiene, ademas, la siguiente proposicion: 

Proposici6n 2- — - — ~ " — 

Toda aplicacion lineal A en un espacio euclideo E que conserve la longitud 
de los vectores es una aplicacion ortogonal. 

Demostracion. Para todo x, y eA se tiene 

\\A(Z + y)|| 2 =(/4(x) + ^(y), A(x ) + A(y)) = ||+(x)|| 2 + 2(+(x), A(y))+ M(y )ll 2 

llx +y || 2 = (x + y, x +y)= ||x || 2 + 2(x, y )+ ||y|| 2 . 

Teniendo en cuenta que + conserva la longitud de los vectores y, por tanto, \\A(x +y )|| 
= \\X+yi l|A(x)|| = ||r|| y MODII = 11711 se deduce que 

(T(x), A(y)) = (x, y ) 


lo cual prueba que + es ortogonal. ® 

Ha llegado el momento de dar algunos ejemplos de aplicaciones ortogonales, 
aparte del ejemplo trivial de la aplicacion identidad. 

EJEMPLO A. Cualquier giro en K 2 (con centro el origen de coordenadas) es una 
aplicacion ortogonal. Este resultado, que es geometricamente intuitivo, puede demos- 
trarse algebraicamente. Para ello suponer que el giro es un giro de angulo <p en el 
sentido positivo (contrario a las agujas de un reloj) y que, por tanto, su matnz viene 
dada (respecto de una base ortonormal) por 

/cos (p — senq>\ 
v ^sen cp cos cp J 
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Para todo x =(x l5 x 2 )e!R 2 se tiene 

iig,(x)ii 2 = ( cos<p - sen<? Y x A 2 = h cos<p - x2sen ^ 2 = 

V se n <p cos (pJ\x 2 J yx^senip + x 2 cos <pj 
= (Xj cos cp - x 2 sen cp) 2 + (x x sen <p + x 2 cos <p) 2 = x\ + x\ = ||x* || 2 . 

Esto prueba que G v conserva la longitud de los vectores y por la proposicion 2 debe de 
ser ortogonal. 

Ejemplo B. En R 2 cualquier simetria con respecto a un subespacio vectorial 
unidimensional es una aplicacion ortogonal. 

Encontremos primero las ecuaciones de la simetria S u con respecto a W = L(u). 
Dado x £ [R 2 , 

x +y = p w (x) 

donde P w (x) es la proyeccion de x sobre W e J = P w (x)-x; ademas, 

x + 2 y =Si j-)?) 

como puede apreciarse en la figura 1. Estas igualdades producen 

S v (x) = 2P w (x)-x =(2P W — I)(x) 

Para encontrar P w (x) escribimos P w (x) = 2u e imponemos la condicion de que J 
= P w (x)-x =M-x sea perpendicular a u: 

0 = (iT, 2u —x) = 2\\u\\ 2 —(u, x ) 

Por tanto. 



Figura 1 
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De aqiri deducimos que la matriz de P w con respecto a la base canonica {e u e 2 } de 


u\ 

u x u 2 

II «11 2 

11« II 2 

u x u 2 

«1 

11« II 2 

ll«ll 2 


donde u ^u^ +u 2 e 2 . 

Puesto que S u (x ) = {2P W -I)(x ) la matriz de S u con respecto a la base canonica es 
!'2u\ t 2 i\u 2 \ 


wr ii" 

2 u^u 2 2 u\ 


1 fu\ — u\ 2 u^u 2 


tT || 2 l 2 u { u 2 u\ — u\ 


Podemos comprobar ahora que S u es una aplicacion ortogonal puesto que si x 
= (x 1( x 2 )elR 2 , 




1 (u\-u\ 2u 2 u 2 \(x(\ ((uj-uDx^ + lu^xf^ l 


tT II 2 1 2 mj«2 u 2 u\ J\ x 2 J ^u^Xi-iul-uDx^JWu 


implica que 


l|S ir (5r)|| 2 =— l^[{u\-u 2 2 } 2 x\+4u\u 2 2 x\ + 4u\u\x 2 2 + (u\-u\)x 2 2 W = 


l(u\ + u\) 2 x\ + (u\ + uffxl] = x\ + x\ = ||x 


Nota. Si hubieramos elegido {u, u 1 } como la base en 1R 2 , la matriz de S u 
con respecto a esta base seria 

C -3 

La matriz de S ff con respecto a la base canonica en 1R 2 puede encontrarse a partir de 
aqui realizando un cambio de base. 


Si el lector intenta encontrar mas aplicaciones ortogonales en R 2 tendra serias 
dificultades. Quiza puede pensar en Ia simetria con respecto al origen de coordenadas, 
pero puede convencerse facilmente que esta simetria es un giro de 180 y, por tanto, ha 
sido incluida en el ejemplo A. De hecho demostraremos en la proxima seccion que las 
unicas aplicaciones ortogonales de R 2 son los giros y las simetrias con respecto a una 
recta ( o simetrias axiales ). (Asi se explica el lector las dificultades anteriores.) 


* * * 


Capitulo 8 Espacios euclideos 


393 


En [R 3 las posibilidades de aplicaciones ortogonales son mayores; a continuacion 
daremos algunos ejemplos. 

EjEMPLO C. En [R 3 el giro G con respecto a una «recta» (subespacio vectorial de 
dimension 1) de amplitud (p es una aplicacion ortogonal. 



Supongamos que L = L(trj) y que W= L 1 =L(u 2 , «" 3 ), de manera que u u u 2 y u 3 son 
ortonormales; entonces (u*i, u 2 , tT 3 } es una base ortonormal de IR 3 y en esta base 

1 0 0 

0 cos cp — sen <p 
0 sen <p cos <p 




EJEMPLO D. La simetria S L con respecto a una recta L, en IR 3 , es una aplicacion 
ortogonal. En la base {uj, u 2 . w* 3 } elegida como en la figura adjunta se tiene: 




/ 
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Observar que esta simetria es en realidad un giro de 180°, y, por tanto, es un caso 
particular del ejemplo C. 

Ejemplo E. La imagen tridimensional que produce un espejo es una aplicacion 
ortogonal; se trata simplemente de una simetria con respecto al plano del espejo. 

Si W es el plano, designa esta simetria, y elegimos una base ortonormal 
{tTj, u 2 , tT 3 } como en la figura se tiene 



w 


* * * 

^Seran todas estas las posible'- 'plicaciones ortogonales de FS 3 ? Recomendamos al 
lector que trate de encontrar alg^na mas y le advertimos que la respuesta a la pregunta 
anterior la encontrara mas adelante en la proxima seccion. No solo llegaremos a la 
determinacion de las posibles aplicaciones ortogonales de 1R 3 sino de cualquier espacio 
euclideo de dimension finita. 

Este trabajo requiere el estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales. 
Antes de comenzar este estudio daremos algunas propiedades utiles de las aplicaciones 
ortogonales. 

Es claro que toda aplicacion ortogonal transforma toda base ortonormal en una 
base ortonormal; el reciproco tambien es cierto y esta contenido en la proposicion 
siguiente: 

ProposiciOn 3 

Toda aplicacion lineal A que transforma al menos una base ortonormal en 
una base ortonormal es ortogonal. 
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Demostracion. Sea {e 1? ..., e„} una base ortonormal tal que {e{, ..., ~e "}, donde ~e) 

— A(ej),j= 1, 2, ..., n, es tambien ortonormal. Para todo 

n n 

* = I X&, 

.=i j = i 

del espacio euclideo se tiene 

(A(x ), A(y))= £ XiyjiAle/), A(e}))= £ x i y j (e” i ,e”i)=f j x i y i 

i>j= 1 ij= 1 i = 1 

mientras que 

n n 

( x > y)= £ x.y/o, e})= £ x,y i 

i,j= 1 i = 1 

y, por tanto, A conserva el producto escalar. ■ 

Si A es una aplicacion ortogonal y A' denota su adjunta (ver seccion 8.5) se tiene 

que 

(x, y) = (A(x), A(y))=(x, A ' 0 A(y)) 

para todo x, y. Del lema 2 de la seccion 8.5 se deduce que A'° A = I. Reciprocamente, si 
A'°A = 1, A es una aplicacion ortogonal. De aqui se deduce que toda aplicacion 
ortogonal tiene una inversa, a saber: A ~ 1 = A' y, por tanto, es no degenerada. 

La inversa de una aplicacion ortogonal es tambien ortogonal puesto que 

A~ l ° (A~ ')' = A~ 1 ° (A')~ 1 = 4'°T) _1 = / 

y la composicion o producto de dos aplicaciones ortogonales A y B es tambien 
ortogonal puesto que 

(A°B)'(A°B) = B’°(A'° A)°B = B'°I°B = l 

Sin embargo, la suma de dos aplicaciones ortogonales no es, en general, una aplicacion 
ortogonal (dar un ejemplo). 

Sea A la matriz de A en una base ortonormal; puesto que A' ° A =1 deducimos que : 

A’A = 1 o equivalentemente A‘ = A~ l . Toda matriz A que satisface una cualquiera de ? 

estas dos ecuaciones se llama ortogonal. E1 determinante de una matriz ortogonal es 
igual a 1 o a — 1, ya que 


i' 


M| 2 = \A\\A\ = \A‘\\A\ = \A‘A\ = |/| = 1. 
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E1 conjunto de las matrices ortogonales de orden n con elementos reales se designa 
por 0(n; IR) y, por tanto, 

0(n; R) = {Ae,£ nxn (U) / A‘A = I} 

En el conjunto 0(n; IR) la multiplicacion de matrices es una operacion interna, ya 
que el producto de dos matrices ortogonales es otra matriz ortogonal: basta observar 
que este resultado ha sido demostrado para aplicaciones ortogonales. Esta operacion 
es asociativa, puesto que lo es la multiplicacion de matrices (ver capitulo 1); la matriz 
identidad es ortogonal, ya que /'/ = /•/ = / y la inversa de una matriz ortogonal es 
tambien una matriz ortogonal, ya que anteriormente se ha demostrado para aplicacio- 
nes ortogonales. 

Por poseer estas propiedades, el conjunto 0(n; IR) se dice que es un grupo con 
respecto a la multiplicacion de matrices. 

Ejemplos de grupos han aparecido implicitamente en los capitulos anteriores. Se 
invita al lector a localizarlos. 

* * * 

Procedemos ahora al estudio de los autovalores de aplicaciones ortogonales. 

TEOREMA 4 

Los autovalores reales de una aplicacion ortogonal son iguales a 1 o a —1. 

Demostracion. Si X es un autovalor real de una aplicacion ortogonal A con 
autovector x se tiene 

(x, x) = L4(x), A(x)) = (/x, Xx) = X 2 (x, x ) 

Por tanto, X 2 = l y X=±\. ■ 

Observacion. La matriz de una aplicacion ortogonal puede tener autovalo- 
res complejos; por ejemplo, el giro del ejemplo A tiene como autovalores X 
= cos cp ± i sen cp. Si dispusieramos de un «producto escalar» en un espacio 
vectorial complejo podriamos demostrar que los autovalores complejos de toda 
matriz ortogonal tienen modulo 1. Esto se hara en el capitulo siguiente. 

TEOREMA 5 

Si un subespacio vectorial W de un espacio euclideo E es invariante respecto 

a una aplicacion ortogonal A, W 1 es tambien invariante respecto de A. 

Demostracion. Si y e W 1 y x e W se tiene 


(x, A{y)) = (A ° A x (x), A(f )) = (A ^x), V )• 
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Puesto que A es invertible, dim(A _1 (lT)) = dim W; ademas, W a A~ l (W), ya que W es 
inVariante respecto de A. De aqui deducimos que A~ X (W)= W. Por tanto, A _1 (x )e W 
y se tiene 

(x, A(y)) = (A~\x), y) = 0 

Asi pues, A{y )e W lm ® 


8.8. APLICACIONES ORTOGONALES: PARTE II 

En esta seccion clasificaremos las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo E 
de dimension 2 6 3. La clasificacion consistira en encontrar todos los posibles tipos de 
aplicaciones ortogonales en E, de manera que toda aplicacion ortogonal sea de uno de 
estos tipos. 

Comenzaremos clasificando las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de 
dimension 2 y deduciendo de aqui algunos resultados de la geometria plana. A 
continuacion daremos un teorema general sobre la forma de Jordan real de aplicacio- 
nes ortogonales en un espacio euclideo de dimension n, del cual deduciremos la 
clasificacion de las aplicaciones ortogonales en un espacio euclideo de dimension 3. 

Sea A una aplicacion ortogonal en un espacio euclideo E de dimension 2 (en 
particular R 2 ), que tiene como matriz 

a ll a 12 
a 2 1 a 22 

en una base ortonormal B = {e’ 1 , ~e 2 ) E. Puesto que A'A = I se tiene que 

a n a2l \f fll1 a n\ 

a 12 a 22 J\ a 2 1 a 22/ 

Deducimos de aqui las igualdades 

« 11+«21 = 1 
a2 12 + a 2 22 = l 
^11^12 + ^2 1^2 2 = ® 

Podemos elegir cp y ip de manera que las dos primeras igualdades sean ciertas, es decir, 
au^coscp, a 2 i = sencp, a 12 = cosij/, a 22 = senij/. 

Sustituyendo en la tercera se obtiene 





/ 


cos <p cos i j/ + sen <p sen i j/ = cos (ij/ — <p) = 0 
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Por tanto, i — o i ji — q>= — . Si i /' — <? = — 



y, por tanto, A es la rotacion de angulo <p alrededor del origen de coordenadas. (En 
particular, si <p=0 se tiene la aplicacion identidad y si cp = n se tiene la simetria 
respecto del origen de coordenadas.) 


En el segundo caso, esto es, i j/ — (p=—, 


cos <p sen cp 
sen <p — cos <p 

A es una matriz simetrica y, por tanto, corresponde a una aplicacion autoadjunta; en la 
seccion 8.6 se demostro que A tiene como matriz 

j= (o :) ’ 

en una (nueva) base ortonormal; por el teorema 4 de la seccion anterior, = 1 o — 1 y 
A 2 = l o —1. Ademas, 

cos <p sen < p 

sen <p — cos <p 

y, por tanto, y l 2 tienen signo opuesto. En consecuencia, en una (posiblemente 
nueva) base ortonormal [e[, e* 2 '} A tiene como matriz 


^ 2 = \J\ = \A\ = 




que representa una simetria con respecto al «eje» cj'. 

En resumen, tenemos el siguiente resultado: 

Teorema 1 _ 

Toda aplicacion ortogonal de IR 2 es una rotacidn de angulo <p alrededor del 
origen de coordenadas (el determinante de esta aplicacion es 1) o bien una 
simetria axial (con determinante — 1). 

De este teorema se deducen resultados de la geometria elemental plana que nos 
seran utiles en el capitulo 10, que estara dedicado al estudio de los movimientos en el 
plano y en el espacio. Enunciamos alguno de ellos dejando la demostracion para el 
lector: 
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Demostracion. Procedemos por induccion en la dimension n del espacio euclideo. 
Si n=l es claro, puesto que solo podemos tener A=±l. Para n = 2 el teorema 2 
coincide con el teorema 1, que ya hemos demostrado. 

Sea ahora E un espacio euclideo de dimension n y A una aplicacion ortogonal. 
Pueden ocurrir dos casos: 

1. La aplicacion A tiene un valor propio real /= + 1 (esto ocurre necesariamente si 
n es impar). Si es un autovector unitario correspondiente a este autovalor tomamos 
W^LCe^); como W 1 es invariante por A (ver seccion 8.7) la hipotesis de induccion nos 
dice que la matriz de A\ w i es de la forma del teorema 2. Anadiendole el vector <f, se 
obtiene una base de E en la cual A tiene la matriz deseada. 

2. La aplicacion A no tiene valores propios reales. A debe de poseer al menos un 
autovalor complejo (y su conjugado) y en consecuencia tiene tambien un subespacio W 
de dimension 2 invariante. Por el teorema 2, 



o 




en una base ortonormal {e u e 2 } adecuada. E1 segundo caso no puede darse, puesto 
que ello implicaria la existencia de autovalores reales. Por tanto, 



Como W 1 es invariante (seccion 8.7) podemos aplicarle la hipotesis de induccion 
para obtener una base de W 1 en la cual A\ w i es como en el teorema 2. Anadiendole 
[e u T 2 } adecuadamente se obtiene el resultado deseado. ■ 

* * * 


Podemos ahora estudiar las posibles aplicaciones ortogonales en R 3 . Del teorema 2 
se desprende que sus matrices en una base ortonormal {ej, ~e 2 , ~e 3 } adecuada han de 
tener una de las siguientes formas: 



e) I 1 

0 

0 ) 


m 

0 

° \ 

0 

COS (p 

— sen cp 

o 

0 

cos <p 

— sen <p 

\o 

sen <p 

cos (p j 


\ 0 

sen (p 

cos cp ) 



Estas formas tienen la siguiente interpretacion: a) es la identidad; b) es una simetria 
con respecto al plano determinado por {ej, ~e 2 }; e) es un giro de angulo <p alrededor del 
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eje T 2 (en particular c) es un giro de angulo 180° alrededor de ej);/) es un giro de 
angulo (p alrededor de ~e x seguido de una simetria con respecto al plano determinado 
P°r {e 2 , ej} (es decir, composicion de e) y b)); d) es un caso particular de /) con <p 
= 180° y corresponde a una simetria con respecto al origen de coordenadas. 

^Habia deducido el lector todos los casos posibles? 

* * * 


E1 lector que ha llegado hasta aqui debe probar los conocimientos adquiridos 
intentando por su cuenta y riesgo los ejercicios que a continuacion realizamos. 

EJERCICIO A. Encontrar en la base canonica de R 2 la matriz de la simetria 
(ortogonal) con respecto a la recta 2x-y = 0. 

Solucion. La recta esta generada por el vector u =^\ podriamos aplicar el 

resultado del ejemplo B, seccion 8.7, pero preferimos hacerlo de nuevo. En la base 
ortonormal 





Puesto que 
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la matriz de la simetria en la base canonica (la antigua) es 


S J Vv/5 -2/^5 VI 0Vl/y5 -2/J\- l = 

\2/j5 l/js A° -VV2A/5 l/v'5 / 

JVj -2/v^Vl OV \/j5 2/j5\jJ-l 4 

\2/j5 1/ V '5 A° - 1 A-2/ v /5 l/y'5/ A 4 3 


EJERCICIO B. Demostrar que la matriz 


A = \ 1 0 


0 1 0 

1 0 0 

0 0-1 


es ortogonal; interpretar geometricamente la aplicacion A que tiene a A como matriz 
en la base canonica de R 3 . 

Solucion. E1 calculo 


0 

1 

0 \ 

/ 0 

1 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

-1 

\0 

0 

-1 


0 \ /1 0 0 
0 = 0 1 0 =/ 
1 / \0 0 1 


demuestra que A es ortogonal. Su interpretacion geometrica se deduce del estudio de 
sus autovalores. Como A es simetrica sus autovalores han de ser reales y, por tanto, 
iguales a ±1 (seccion 8.7). Un calculo adecuado muestra que 2 x = l, A 2 = -l (doble) 
son sus autovalores. 

Para = 1, 


-1 1 0 \ / x \ 0 

1-1 0 y = 0 

0 0 -2 /\ z / \ 0 


ker(/l — /)=L<(u, = 1 


0/ 


Para A, = — 1: 


1 1 0\ x 

1 1 0 \\ y 

0 0 0 /\ z 


x= —y => ker(/l + /) = L/ u 2 = 0 , u 3 - 

1 / 


oMI 
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Como 



se trata de un giro de 180° alrededor de L^) o, equivalentemente, una simetria 
respecto a la recta Uu^). 

* * * 

Terminamos esta seccion con una observacion. Dada una matriz ortonormal 
OeO(n; R), del teorema 2 de esta misma seccion se deduce que existe una matriz C tal 
que 

0 = CAC ~ 1 

donde + es como en el teorema 2, es decir, una forma de Jordan real de O, y C es la 
matriz del cambio de base de la base canonica de R" a una base ortonormal B 
= (u t , u 2 , ..., 1T„} de R". Por tanto, la aplicacion lineal en R" que tiene como matriz C 
transforma una base ortonormal en otra base ortonormal; esto es suficiente para 
asegurar que C es una matriz ortogonal. 

Debido al teorema 4 de la seccion 8.6 el mismo razonamiento anterior muestra que 
si S es una matriz simetrica con valores reales, existe una matriz diagonal D, y una 
matriz ortogonal C tal que 

S = CDC 

Si C es ortogonal se tiene, ademas, que C _1 = C'. Se tiene asi el siguiente resultado: 

ProposiciCn 3. 

1) Dada OeO(n; R) existen CeO(n; R) y + como en el teorema 2 tal que O 
= CAC'. 

2) Dada Se.U nxn (U) y tal que S = S\ existen CeO(n; R) y D e Ji nxn (U) diago- 
nal, tal que S=CDC. 


EJERCICIOS 8.7 Y 8.8 

1. Sean tTj = ( 1, 1,0), tT 2 = (1, 0, 1) y tf 3 = (l, 2, 0) los vectores de una base de R 3 . 
Estudiar si A eL(R 3 ) es o no es ortogonal cuando su matriz en la base {u}, u 2 , u" 3 } esta 
dada por : 
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-1 -1 -1 
-2 -2 -3 


b) /0 -5 1 
0 1 0 
\ 1 3 1 


1 0 -1 


0 1 1 


2. Sea TeL(R 3 ) una aplicacion lineal cuya matriz en la base canonica de R 3 es 

/01 °\ 

T = 0 0-1 

1-1 0 0/ 

Demostrar que T es ortogonal. Encontrar una base ortonormal de R 3 en la que T 
tenga como matriz la forma canonica de Jordan (real). 

3. En un espacio vectorial euclideo E de dimension 3 se considera la base ortonormal 
B = {e u 'e 2 ,'e 3 } y /: E\-*E lineal, definida por 

3 f(&i) — 2Tj — 2e’ 2 + 3/(? 2 ) = a?i + e 2 -2e 3 , 3/(T 3 ) = fc + ye 2 + 2e 3 . 

Hallar a, /? y y de manera que / sea una aplicacion ortogonal y encontrar la matriz de/ 
en la base B. 

4. Sea Te'UE) una involucion, es decir, T 2 = I. Demostrar que T es una simetria 
ortogonal si y solo si T = T'. 

5. Sea V un espacio vectorial real y A una aplicacion ortogonal. Probar que si X es 
una raxz del polinomio caracteristico de A, entonces |/| = 1. (Demostrar este resultado 
sin utilizar la complexificacion de V, es decir, utilizando unicamente metodos reales: si 
2 = a + i/, existen u, V eV tal que Au=uu—t$v y AT = [fu +au.) 

6. Sea E un espacio euclideo y T: £+-*•£ una aplicacion que conserva el producto 
escalar, es decir, 

(T(x), T(y)) = (x, y) 

para todo x,yeE. Demostrar que T es lineal. [ Sugerencia : calcular 
|| T(x, y )— T(x ) — T(y )|| 2 y \\T(ax)-aT(x)\\ 2 .) 

1. Sea E un espacio euclideo y T: E\->E una aplicacion. Demostrar que las condiciones 
siguientes son equivalentes: 

a) T es una aplicacion ortogonal. 

b) (T(u), T(tf))=(if, v) para todo u,~veE. 

c) || T(tT) — T(tf)|| = ||1T -tf|| para todo u,TeE y T(0) = 0. 

( Notas: condiciones b ) y c) no suponen que T sea lineal. Hacer la demostracion siguiendo 
el plan c) => b) => a) => c). La mayor dificultad esta en probar que Tes lineal en el paso b) => a); 
para ello hemos propuesto el problema 6.) 
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a /? 


8. Sea T— ^ — aj C ° n a2 ~*~^~ _ ^ ma t r j z de T en la base canonica, de R 1 2 . 

a) Demostrar que T es la simetria (ortogonal) con respecto a la recta ax + by = 0, donde 


a= 7 7 » P= 


b) Encontrar la recta de simetria para T= 

c) Encontrar T para la recta y = 0. 


3/5 -4/5 

-4/5 -3/5 


9. Sea P = 


a / 


con a 2 + /? 2 = a la matriz de P en la base canonica. 


i 0 i I — ^ ^ iz- uv i v/ii i a uajo v^anuilJCa. 

\P l-a/ 

a) Demostrar que P es la proyeccion ortogonal sobre la recta ax + by = 0, donde 
a = b 2 /(a 2 + b 2 ), ff = - ab/(a 2 + b 2 ). 

b) Si P es la proyeccion sobre la recta ax + by = 0 y T es la simetria (ortogonal) 
respecto de la perpendicular a ax + by = 0, demostrar que T = I-2P. 

c) Encontrar la recta de proyeccion para P = \ ) 

/3/10 9/10/ 

d ) Encontrar P para la recta _y = 0. 

10 . Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano 2x + y + z = 0. 

11. Sean (£, ( , )) y (F, < , )) dos espacios euclideos; una aplicacion lineal T: E\->F 
se dice que es una isometria si T satisface: 

<T(u), T(v))=(u, v) 

para todo u, V e E. decir, razonadamente, cuales de las siguientes aplicaciones son 
isometrias: 

a) T: R 2 i-> R 3 , T(x, y) = (x, 0, y) 

b) T : Tfc 2 *[x] i-f P|f '[x], T(p(x)) = xp(x) 

( x 0 0 \ 

c) T:U 3 ^Jf 3x3 (R), T(x,y,z)= 0 y 0 

\o 0 z / 

N ota. Los productos escalares de los espacios anteriores son los ya utilizados varias 
veces en los problemas anteriores. 
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8.9. ESTRUCTURA DE LAS APLICACIONES LINEALES NO SINGULARES 

En esta seccion demostraremos que toda aplicacion lineal no singular, es decir, 
biyectiva, de un espacio euclideo E, de dimension finita, en si mismo es la composicion 
de una aplicacion autoadjunta y una ortonormal de E. Por tanto, el estudio de las 
aplicaciones lineales no singulares en un espacio euclideo queda reducido al estudio 
realizado en las secciones anteriores. 


Teorema 1 — 

Toda aplicacion lineal no singular A en un espacio euclideo E de dimension 
finita es de la forma 

zl = 0°S 


donde S es una aplicacion autoadjunta y 0 es ortogonal. 


Para demostrar este teorema necesitamos el siguiente lema: 

Lema 2 

Sea A una aplicacion lineal en un espacio euclideo E de dimension finita; la 
aplicacion B = A'°A es autoadjunta y los autovalores de B son no negativos. 


Demostracion. La cadena de igualdades 

B' = (A' ° A)' = A ' 0 (A'Y = A' ° A = B 

muestra que B es autoadjunta. Sea / un autovalor de B con autovector u. Debido al 
teorema 4 de la seccion 8.6, X e IR. Ademas, 

0 ^ (zl(u), A(u)) = (u, A'°A(u)) = (u, B(u)) = (u, /u) = A||u || 2 

De aqui deducimos que / ^ 0, ya que ||IT|| >0. Esto termina la demostracion del lema 

2 . ■ 

Demostracion del teorema 1. Por el teorema 4 de la seccion 8.6 existe una base 
ortonormal U de E en la cual la matriz de la aplicacion autoadjunta B=A'°A es de la 
forma 


M(B) = 
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con los Xj ^ 0 (ver el lema anterior). Sea S la aplicacion autoadjunta que tiene como 
matriz 

/A o \ 

M(S) = 

\ o / 

en l a base U (observar que S es autoadjunta puesto que su matriz es simetrica en la 
base ortonormal U). 

Puesto que [Af(S)] 2 = M(£) tenemos que S 2 =S°S = B\ ademas, 

|M(S)| 2 = \M(B)\ = \M(A')\ ■ \M(A)\ = \M(A)\ 2 

P°r tanto, |M(S)|#0 y S posee una inversa. . Hi.EduLlC*' 

Para concluir la demostracion del teorema tomamos litllV.ERSlDAD DE ^ ^ 

FACUi.TAU 0» ^ ' ' 

0 = A °S ' DEP ART a KWTO X* 

OOCUMENTACIOB V B'BUOTBS. 

con lo cual tenemos la igualdad /4 = 0°S. MONTEVIDEO • vjko 

Solamente falta probar que 0 es ortogonal: 

o , “0=(4°s‘ 1 )'»(4»r 1 )=(r 1 ) , °(4 , °/i) o S' 1 =(S' 1 )'->e°S' 1 = 

^(S' 1 ) 0 s 2 ° s ~ 1 =/ ■ 

Este teorema, junto con el teorema 2 de la seccion 8.8 (teorema de clasificacion de 
las aplicaciones ortogonales) y el teorema 4 de la seccion 8.6 (diagonalizacion de 
aplicaciones autoadjuntas) nos permite interpretar geometricamente las aplicaciones 
lineales no singulares en un espacio euclideo de dimension finita: toda aplicacion de 
este tipo se reduce a varias rotaciones alrededor de ciertos ejes, a varias simetrias 
alrededor de hiperplanos y a varias dilataciones (positivas) a lo largo de ejes ortogona- 
les dos a dos. 

E1 lcctor no se sentira extranado si decimos que el teorema 1 tiene una inter- 
pretacion para matrices reales cuadradas no singulares, es decir, de determinante no 
nulo. Tenemos el siguiente resultado: 

Teorema 3 

Sea AeJt nxn (U) con |/4|#0; existen dos matrices OeO(n ; IR) y S simetrica, tal 
que A = O S. 

Demostracion. Considerar A como una aplicacion lineal en el espacio euclideo R n 
con el producto escalar usual. Por el teorema 1, 

,4 = 0 ° S 


con O ortogonal y S autoadjunta. Si denotamos por A, O y S las matrices de las 
aplicaciones A, 0 y S, respectivamente, en la base canonica de R", se tiene el resultado 
deseado. _ 
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Se invita al lector a demostrar el teorema 3 directamente, siguiendo los pasos de la 
demostracion del teorema 1; de esta forma obtendra un metodo para calcular las 
matrices 0 y S del teorema 3. Algunos ejercicios relativos a este teorema se encuentran 
al final de esta seccion. 




EJERCICIOS 8.9 

1. Dada AeM nxn (U) con \A\J0, demostrar directamente que existen dos matrices, 
OeO(n; R) y S simetrica, tal que A = O S. 

2. Para las siguientes matrices, encontrar la descomposicion A = O S del problema 1. 


a) A = 


I - 1 0 -1 

b) A = \ 0 1 0 

\ 1 0 0 


CS0L °<-W2 S = (f f ) ] 

3. Dada una matriz B e Jt n x „(R), decimos que C e M n x „(R) es una raiz cuadrada de B 
si C 2 = B. 

a) Demostrar que si B es autoadjunta y todos sus autovalores son no negativos, 
siempre existe una raiz cuadrada de B. 

b ) Encontrar una raiz cuadrada de 

I 1 G 1 \ 

B= 0 10 

\ 1 0 1 / 


BIOGRAFIA 


Euclides vivio alrededor del ano 300 antes de Cristo, pero no se conocen ni la fecha 
ni lugar exactos de su nacimiento. De su vida solo se conoce que enseno y fundo una 
escuela en Alejandria en la epoca de Ptolomeo I que reino desde el aflo 323 hasta el 
afio 285 antes de Cristo, aproximadamente. 

Euclides es el matematico mas prominente de la antiguedad, conocido por su libro 
Los elementos. Este libro ejercio una influencia enorme en el pensamiento matematico 
hasta el siglo XIX, en el que nuevas formas de geometria no euclideana fueron 
introducidas. Parte de Los elementos es una recopilacion de trabajos de otros matema- 
ticos puestos por primera vez juntos mediante un razonamiento logico. 
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ESPACIOS HERMITICOS 


9.1. Producto hermitico 

9.2. Aplicaciones entre espacios hermiticos 


9.1. PRODUCTO HERMITICO 

En el capitulo anterior hemos introducido la nocion de producto escalar en un 
espacio vectorial real, obteniendo asi los espacios euclideos, en los cuales se pueden 
definir las nociones de longitud de un vector y de perpendicularidad de dos vectores. 
En este capitulo dotaremos a los espacios vectoriales complejos de una estructura 
adecuada para poder definir las nociones de longitud de un vector y de perpendiculari- 
dad de dos vectores en el espacio vectorial complejo. E1 nuevo concepto que introduci- 
remos en un espacio vectorial complejo recibira el nombre de producto hermitico y los 
nuevos espacios asi obtenidos se llamaran espacios hermiticos. 

Advertimos al lector que muchos de los resultados en espacios hermiticos son 
similares a los resultados en espacios euclideos y que las demostraciones de aquellos 
son similares a las de estos. Debido a esto, muchas de las demostraciones seran 
omitidas en este capitulo. 

DEFlNIClON 1 ( Producto hermitico ) 

Sea H un espacio vectorial complejo. Una aplicacion (,):// x'H ^ C se dice 

que es un p roduc to hermitico si satisface las siguientes propiedades: 

a) (% w) = (w, Y) para todo %weH. 

b) (% w+U)=(;z, w)+(% Tf) para todo %w,i)eH. 

c) (Xz, w) = A(% w) para todo %weH y l e €. 

d) (% ?)>0 para todo ?#() y (% T) = 0 <=> % = (j. 
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Nota. Para todo numero compiejo A.=a + ib, I=a — ib recibe el nombre de 
conjugado de X. E1 estudio de los numeros complejos se realizo en el capitulo 4. 
Para nuestros mas inmediatos propositos en este capitulo recordaremos que a se 
denomina la parte real de X y se designa por re(l), y b se denomina la parte 
imaginaria de X, y se designa por im(A). Ademas, 

/J=(a + ib)(a — ib ) = a 2 + b 2 = \X\ 2 
donde |/| se utiliza para representar el modulo de X. 


De las propiedades b ) y a) del producto hermitico se deduce 

bj (z + w, ~v) = (z, tT) + (vv, tf ) para todo %w,T?eH 

De las propiedades c) y t?) del producto hermitico se deduce: 

cj (% Xw) = (X% Y) = X(w, %) = X(w, T) = I(z, w) 

para todo %weH y /eC. Observar que esta propiedad es diferente de la correspon- 
diente para el producto escalar. 


Sean T lt ? 2 , ..., %, w 1( vv 2 , ..., w n eH y oq, a 2 , ..., a„ /J t , p 2 , .... p n eC; combinando las 
propiedades b) y c) junto con bj y cj se deduce: 


x ctjTj, i fi k w k )= i x 


j = i * = i 


j = 1 k = 1 


DEFINICION 2 (Espacio hermitico) _ 

Un espacio vectorial complejo H que posee un producto hermitico recibe el 
nombre de espacio hermitico. 

Un ejemplo de espacio hermitico es €" con el producto hermitico dado por 

(% +r 2 w 2 -l bz„w„ 

donde T = (z u z 2 , ..., z„) y w = (w l5 w 2 , .., w„). 

Otro ejemplo de espacio hermitico es el conjunto C c ([<i, b]) de las funciones 
continuas con valores complejos definidas en el intervalo [a, b ] c IR, con el producto 
hermitico dado por 

'b 

(fg)= f(x)g(x)dx 
J a 


para toda f geC c ([a, b ]). En particular, los conjuntos P c ([a, £>]) de todos los polino- 
mios con coeficientes complejos definidos en el intervalo [a, b] y /^'([a, bj) de todos 
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los polinomios del conjunto anterior de grado no superior a n son espacios hermiticos 
con el mismo producto hermitico que el definido en C c ([a, bj). 

La comprobacion de las afirmaciones anteriores se deja como ejercicio. 

Supongamos que el espacio hermitico H es de dimension finita n, es decir, el 
espacio vectorial complejo H tiene dimension n, y sea B={oj, u 2 , ..., «*„} una base de H. 
Si %weH podemos escribir 

n n 

? = I Zi“i. w= X WjUj 

1=1 i= i 

con z i( w, e€ para todo /= 1, ..., n. 

Utilizando (1) se tiene el siguiente resultado: 

( n n \ n n 

x zft, X WjUj = X £ z^j(% Uj) (2) 

>=1 j= 1 J (=1 j=l 

La matriz 

(wj, Sj) (u 2 , Bj) ••• (u„, uj) \ 

(Mj, uj) (u 2 ,u 2 ) ••• (%, u 2 ) 

(u lt u„) (u 2 ,u„) ••• (u„,u„)/ 

recibe el nombre de matriz del producto hermitico con respecto a la base B de H. Con 
esta notacion la igualdad (2) puede escribirse de la forma 

f Wj ' 

(% w) = (zj z„)P B : 

Debido a Ia propiedad a) del producto hermitico (% uj) = (%, uj) para todo /#/, la 
matriz P B no es, en general, simetrica, como ocurria en el producto escalar, sino que es 
necesario hallar el conjugado de cada uno de los elementos de la matriz. 

Dada una^matriz A=(a y )}l}- -•^ con a y e C, se denomina conjugada de A a la 
matriz As(a ij ) , j= \'-- n m , que se obtiene hallando el conjugado de cada uno de los 
elementos de A. 

Una matriz cuadrada A =(a y )}i }•—••" se dice simetrica conjugada si 

A' = A, 

donde A representa la matriz traspuesta de A. 

Si A es simetrica-conjugada, a u = a it para todo /= 1, ..., n; puesto que un numero 
complejo es igual a su conjugado si y solo si este numero es real, deducimos que los 
elementos de Ia diagonal principal de una matriz simetrica-conjugada son numeros 
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reales. Ademas, a 0 =aj, i*j, y, por tanto, los elementos simetricos con respecto a la 
diagonal principal son conjugados entre si. Asi pues. 


, a u e I 


Ejemplo A. La matriz A = 


— i 1 


es simetrica-conjugada. 


Nota. E1 lector habra quedado convencido de que la matriz P B del produc- 
to hermitico con respecto a una base B es siempre una matriz simetrica- 
conjugada. 


En un espacio hermitico H la longitud o norma de un vector ~zeH se define 
mediante 

II r | = >/(??) 

donde la raiz cuadrada se toma siempre positiva. Observar que la defmicion tiene 
sentido ya que (z, T) S; 0 debido a la propiedad d ) del producto hermitico. Para todo 
AeC se tiene la igualdad: 

\\Xz\\ = J(l% XT) = ^/Xl(T,T) = J |A| 2 (z, z) = |A|||z || 

~zeH. Un vector de norma 1 se dice unitario. Todo vector no nulo ~zeH puede ser 
normalizado. es decir, multiplicado por un numero complejo A de manera que Xz sea 
unitario: basta tomar 


En un espacio hermitico se cumple tambien la desigualdad de Schwarz. 

|(w, z)| ^ ||w|| ||z||, w,~zeH 

La demostracion es similar a la del caso euclideo, excepto que debe tenerse cuidado 
en las operaciones con numeros complejos (para el caso euclideo ver la seccion 8.2 del 
capitulo 8). La demostracion procede de la siguiente manera: si AeC, 

0 ^ (T + Xw, T + Avv)= ||z|| 2 + I(z, w) + A(w, T) + |A| 2 ||w|| 2 
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los numeros A(w, z) y I(z, w) son conjugados, ya que I(z, w) = A(w, z) = A(w, z) y, por 
tanto, su suma coincide con el doble de la parte real de A(w, z ); tenemos, pues, 

0 ^ ||T|| 2 + 2real(A(w, T)) + ||w|| 2 |A| 2 

Puesto que la parte real de todo numero complejo nunca supera a su modulo 
tenemos la desigualdad 

||w|| 2 |A| 2 + 2|A||(w, z)|+||z || 2 

Esta ecuacion cuadratica en |A| e R no puede tener raices reales distintas (el 
razonamiento es el mismo que en el caso euclideo) y, por tanto, su discriminante ha de 
ser negativo o nulo: 

l(w, r)| 2 -||z|| 2 ||w|| 2 

de donde deducimos el resultado deseado. 

A partir de la desigualdad de Schwarz pueden demostrarse las desigualdades 
triangulares: 

||z + w|| g 112*11 + ||w||, 1112*11 - 1|9||| g ||z -w|| 

A P esar de que no puede definirse el concepto de angulo en un espacio hermitico 
fepor que?), podemos dar la nocion de ortogonalidad: TeH es ortogonal a weH si 

(X w) = 0 

Podemos definir, por tanto, el complemento ortogonal W 1 , de un subespacio 
vectorial W de H: 

W 1 = {TeH / (% w) = 0 para todo weW} 

En un espacio hermitico el teorema de Pitagoras es tambien cierto: si T es 
ortogonal a w, 

||w + z|| 2 =||w|| 2 + ||z|| 2 

En los espacios unitarios puede realizarse el proceso de ortogonalizacion de un 
conjunto de vectores linealmente independientes; el proceso es exactamente igual que 
en los espacios euclideos, por lo cual se omite aqui. En particular, todo espacio 
hermitico de dimension finita posee una base ortonormal, es decir, una base formada 
por vectores unitarios mutuamente ortogonales. 

Ejemplo B. Queremos aplicar el proceso de ortogonalizacion a los vectores tq 
= (/', 0, 0), u* 2 =( 0, i, 1) y « 3 =(1, 0, 1) del espacio hermitico C 3 con el producto 
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— - — , jy rf)T1 ; F r- calculamos /l imponiendo 

hermitico usual. Tomamos — u i y e 2 2 1 ’ 

la condicion fe 2 , e - !) = 0: 

0 = Ce 2 , e'i) = («2> e 1 )+^( e i> e 1 )=0 + ' i -- + 

Por tanto, e 2 = u 2 . Finalmente, tomamos 

e’ 3 = iT 3 + ot e - ! + /fe 2 , ot, fisC 

y calculamos a y 0 con las condiciones (e lf e 3 ) = 0 y (e 2 , e 3 ) = 0. 

0 = (e\, e* 3 ) = (e lf u 3 ) + a(?i, ^i) = i + « • 1 
0 = (e 2 , e 3 ) = (e* 2 , u 3 ) + flfo, e 2 ) = 1 + ^[1 + 1] 

p or , an ,o. s - - 1 o, equ.valenlemonte, « . i. y ?- - 1/2 o, equi valentemente, 0 - - 1/2. 
E1 tercer vector es 

e 3 = u 3 + fei-^C2 = (l> °- ^ + °’ °) _ 2 (0, 1) = (°’ ~2’ 2) 


9.2. APLICACIONES ENTRE ESPACIOS HERMITICOS 

En esta seccion estudiaremos algunos tipos particulares de aplicaciones de un 
espacio hermitico en si mismo, asi como la diagonahzacion (compleja) de algunos 

^'Dado^un espacio hermitico H y una aplicacion AeL(H), se denomina adjunta de A 
y la llamaremos A* a toda aplicacion lineal que satisface 

(A(z), w) = (X A*(w)) , z,weH. 

Si el espacio hermitico H es de dimension fmita, lo cual siempre se supondra cierto de 
aqui en adelante, la existencia y unicidad de la aphcacion adjunta A de A se 
demuestran como en el caso de espacios euclideos Es convemente demostrar 
existencia para encontrar la relacion que existe entre las matnces de A y A en 

base ortonormal de H. , 7 i. nnr 

Sea A = (a tj ) la matriz de AeL(H) en una base ortonormal B = {e u e 2 , ..., e n \, por 

tanto, 

n 

A(ej)= X «t 

i = 1 

Si C = (Cjj) es la matriz de A*eL(H) se tiene que 

n 

A*(e t )= £ c^. 
j=i 



Hemos llegado a la conclusion de que la matriz de A* en la base ortonormal B es la 
conjugada-traspuesta de A, es decir, A'. Esta matriz se suele denominar tambien adjunta 
de + y se denota con el simbolo A*. 

Las propiedades de la aplicacion adjunta +* son las mismas que las dadas en la 
seccion 8.5 para la aplicacion adjunta en espacios euclideos. 

* * * 

Sea AeL(H); la aplicacion A se dice autoadjunta si A* = A. Por tanto, si A es 
autoadjunta en H, la matriz de A en una base ortonormal ha de satisfacer 

A = A' 

es decir, A debe ser una matriz simetrica-conjugada; a estas matrices se les da tambien 
el nombre de hermiticas. 

* * * 

Las aplicaciones de un espacio hermitico H en si mismo que conservan el producto 
hermitico reciben el nombre de unitarias. Por tanto, AeL(H) es unitaria si y solo si 

(A(z), A(wj) = (% w) , %weH. 

Si A es unitaria se ha de tener 

(X A*°A(w)) = (T, w) 

para todo X,weH, y por tanto, A*° A = l. 

Si A y A* representan las matrices de A y A* en una base ortonormal de H, la 
igualdad anterior se escribe de la forma 

A*A = I 

o, equivalentemente, 

A~ l =A*. 

Las matrices que satisfacen una cualquiera de las dos desigualdades anteriores reciben 
el nombre de matrices unitarias. E1 conjunto de todas las matrices unitarias de orden n 
se denota por U(n) y, por tanto. 


U(n)={AeJl nxn (C) / A' -A = I}. 
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Puesto que la composicion de aplicaciones unitarias es otra aplicacion unitaria y la 
inversa de una aplicacion unitaria siempre existe y es una aplicacion unitaria, el 
conjunto U{n) es un grupo con respecto a la multiplicacion de matrices. Se invita al 
lector a comprobar con detalle este resultado. 

Los autovalores de una aplicacidn unitaria debeti ser numeros complejos de modulo 1 
y los autovalores de una aplicacion autoadjunta deben ser reales. En efecto, si AeL(H) es 
una aplicacion unitaria y X es un autovalor de A con autovector zeH, se tiene 

(T, T) = (A(T), A(T)) = (kz . ; XT) = lI(% T) = \X\ 2 \\T\\ 2 
de donde resulta |A| = 1. 

Si A e L(H) es una aplicacion autoadjunta y X un autovalor de A con autovector 
TeH, se tiene 

X\\T\\ 2 =X(T, T) = (XT, T) = (A(T), T) = (T, A(T)) = (T, XT) = I\\T II 2 

de donde resulta que X = X y, por tanto, X e R. 

* * * 

A continuacion nos dedicaremos a demostrar que tanto las aplicaciones autoadjun- 
tas como las aplicaciones unitarias en espacios hermiticos pueden diagonalizarse. 
(Comparar este resultado con los resultados analogos para aplicaciones autoadjuntas y 
aplicaciones ortogonales en espacios euclideos obtenidos en el capitulo anterior.) 

Nuestra forma de proceder es demostrar que una clase de aplicaciones, que 
definiremos a continuacion, y que engloba a las anteriores, es diagonalizable. 

Una aplicacion lineal AeL(H) se dice normal si conmuta con su adjunta, es 
decir, 

A* ° A = A° A* 

Ejemplo A. 1. Si A es autoadjunta, A es normal, ya que A*°A = A° A* = A°A. 

2. Si A es unitaria, A es normal, ya que A* ° A = A~ l ° A = I y A° A* = A° A~' =1. 

3. La aplicacion cuya matriz es 
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Para reducir una aplicacion normal a su forma mas sencilla es necesario tener 
conocimiento de sus posibles autovalores y de sus subespacios invariantes. 

PROPOSICI6N 1 _ 

Sea AeL(H) una aplicacion normal. Todo autovector TeH de A, con 
autovalor XeC es un autovector de A*, con autovalor X. 

Demostracidn. E1 subespacio P(X) de todos los autovectores de A que tienen el 
mismo autovalor X es invariante por A*, ya que si TeP(X), 

A ° A *(T) = A*°A(T)=A *(XT) = XA *(z) 

y, por tanto, A*(z)eP(X). Ademas, si T, weP(X), 

(A*(T), w) = (T, A(\v))=(T, Xw)=X(T, w) 

Tomando en particular w = A*(z) — XT e P(X) se tiene que 

(A*(T)—XX A*(z) — XT) = 0 

de donde se deduce A*(T) = XT. ■ 

Proposici6n 2 

Sea A e L(H) una aplicacion normal y sea P(X) el subespacio vectorial de 
todos los autovectores de A con el mismo autovalor 2eC. Entonces, Q(X) = P(X)X 
es invariante por A. 

Demostracidn. Si weQ(X) y TeP(X) se tiene que A*(T) = XT (proposicion 1) y, 
ademas, 

(A(vv),T) = (vv, A*(T)) = (w, XT) = X(w, T) = 0 

de donde se deduce que A(w)eQ(X). ■ 

E1 siguiente teorema nos da la diagonalizacion de toda aplicacion normal en un 
espacio hermitico. 

TEOREMA 3 (Teorema espectral) 

La matriz de una aplicacion normal A en un espacio hermitico puede ser 
reducida en una base ortonormal determinada a una matriz diagonal. 

COROLARIO 

Las matrices simetricas conjugadas y las unitarias son diagonalizables. 
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Demostracion. Realizamos la demostracion por induccion en la dimension n del 
subespacio hermitico H. Si n= 1 el teorema es cierto. Supongamos que n> 1 y sea PiXJ 
el subespacio de autovectores de A con autovalor si P(/i) = //, cualquier base 
ortonormal de H produce una matriz diagonal con en su diagonal principal. Si 
P(/j) c H, QWJ^PiXi) 1 es de dimension mayor o igual que 1 y menor que n. Por la 
hipotesis de induccion, 


^\p(xo — 

1 A, 



1 x 2 

0 \ 






k i 


Puesto que H = P(Xi) © QiXJ, A puede reducirse a una matriz diagonal (yuxtaposicion 
de las dos anteriores) en una base ortonormal. B 

En el caso particular de que A sea unitaria, sus autovalores han de ser de modulo 1, 
es decir, X = e iv y, por tanto, puede reducirse a 

(e iv \ 0 \ 

\ 0 '■ e iv ") 

Si A es autoadjunta, sus autovalores son reales, lo cual se ha demostrado anteriormen- 
te, y, por tanto, puede reducirse a 

((>'■■!„) • ,| ' €R 

* * * 


Sea AeU(n); por el teorema espectral existe una base ortonormal B de C" de 
manera que 

(e iv ' 0 \ . 

A = C[ . C 1 

\ 0 e“ ,, " ) 

donde C es la matriz del cambio de base de la base canonica a B. Por tanto, C 
transforma una base ortonormal en otra base ortonormal y esto es suficiente para 
asegurar que CeU(n). Por tanto, 

(e iv ‘ 0 \_, 

A = C{ . )C 

\ 0 e up ' ) 

Un razonamiento similar produce 


s - c (o" IV • A ‘ eC 


con CeU(n ), si S es simetrica-conjugada o hermitica. 
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Para futuras referencjas enunciamos este resultado a continuacion; observar que 
este resultado es el analogo para espacios hermiticos de la proposicion 3 de la seccion 
8 . 8 . 



* * * 


En espacios hermiticos existe un resultado analogo al enunciado en el teorema 1 de 
la seccion 8.9, capitulo 8, en espacios euclideos. Se tiene entonces que toda aplicacion 
lineal no singular A en un espacio hermitico puede escribirse de la forma 

A = U°S 

donde S es autoadjunta y U es unitaria. La demostracion de este resultado es analoga a 
la dada para el teorema 1 de la seccion 8.9, capitulo 8. 

En el caso de espacios hermiticos este resultado tiene una interpretacion elegante; si 
A estuviera definida en el espacio hermitico C, la matriz de A seria un numero 
complejo a+bi no nulo, la matriz de S seria un numero real r y la matriz de U seria un 
numero complejo de modulo 1, e iv ; por tanto, 

a + bi = e iv r 

que es la forma polar de un numero complejo. Entonces, la formula 

A = U°S 

puede interpretarse como la «forma polar» de una aplicacion no singular y de hecho 
recibe el nombre de descomposicion polar de A. 

Evidentemente, tambien existe una descomposicion polar de toda matriz 
Ae,-d nxn (C) no singular, lo cual puede deducirse de la descomposicion polar para 
aplicaciones. Puesto que no lo hicimos en el capitulo anterior, daremos aqui una 
demostracion directa de este hecho. 
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Proposici6n 5 

Sea AeJ? nxn ( C) con |/1|#0; existen dos matrices UeU(n) y S simetrica- 
conjugada, tal que A = U S. 

Demostracion. La aplicacion B = A*A es simetrico-conjugada, ya que 
B* = B' = (A'A)' = (A'A)' = A'A = B 
Por la proposicion 4 tenemos que existe CeU(n) tal que 



De la definicion de B se deduce que los kj > 0. Tomar 

s=c ( v o‘-'vi;) c ' 

y observar que S es invertible, ya que |S| 2 = x ••• x k n = \B\ = |/1| 2 #0. Tomando U 
= AS~ X se tiene que A = US y S es simetrica conjugada, ya que 


s*=5 t =c(^-.'^-jc=d 


C' = C 


'■‘vX. 


C' = S 


Unicamente falta demostrar que U es unitaria: 


U*U=U'U = (A S- 1 )‘(A S~ 1 )=(S~ i y A'-A S'^ 



en donde se ha utilizado repetidamente el hecho de que C 1 = C'. 
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Finalmente, queremos resaltar que todo espacio euclideo puede convertirse en un 
espacio hermitico. Ya sabemos (seccion 7.8) que todo espacio vectorial real E puede 
convertirse en un espacio vectorial complejo E c ; podemos tomar H = E C y definir 

(u + iv, Y + iw) c = [(u, ?) + (v, vv)] + i[ -(v, ?)+ (u, w)] 

donde ( , ) denota el producto escalar en E, y u+iv, 'z+iweH. E1 lector puede 
comprobar que ( , ) c es un producto hermitico en H (ver el ejercicio 6 al final de esta 
seccion). 

Las aplicaciones autoadjuntas en E son tambien autoadjuntas en H y las aplicacio- 
nes ortogonales en E son unitarias en H; consecuentemente, los autovalores de 
aplicaciones ortogonales son mimeros complejos de modulo 1 (comparar este resultado 
con el teorema 4 de la seccion 8.7, capitulo 8). 


EJERCICIOS (CAPITULO 9) 

1. En el espacio hermitico C 3 con el producto hermitico usual encontrar el comple- 
mento ortogonal del subespacio vectorial generado por el vector T=(i, 0, 1). 

2. Sea C 2 con su producto hermitico usual. Estudiar si son unitarias las siguientes 
matrices: 


3 + 2i 5 — / 
2 + i 1 + / 


l + s/2 


l-iy/2 


1 + / 2 + / 
— 1 — i -1 


3. Encontrar las matrices de Jordan de las dos ultimas matrices del ejercicio 2, asi 
como matrices de transicion, siendo estas ultimas unitarias si la matriz de partida es 
unitaria. 


4 . Demostrar que A = i 0 0 es una matriz normal y encontrar una base 

\ 0 0 -1 / 

ortonormal en C 3 en la que A tenga una forma diagonal. 

5. Sea T = ^ ^ ^ ,^e_# x2 (C). Encontrar una descomposicion polar de A, es 

decir, una matriz unitaria U y una matriz simetrica conjugada, tal que A = US. 

6. Sea E un espacio euclideo; en H = E c = {ii +wfu,TfeE} definir 

(u’ + w,~z+ iw) c = [(m, ?) + (v, vv)] + /[ - (v, ?) + (u, vv)] 


donde ( , ) describe el producto escalar en Eyu + iv, z + iw e H. Demostrar que 
( , ) c es un producto hermitico en H. 
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10.3. Estudio analitico de los movimientos en IR 2 

10.4. Movimientos en el espacio 

10.5. Movimientos en IR 3 . Ejemplos 
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donde (x 1; x 2 , x„) e (y u y 2 , ..., y„) son las coordenadas de P y Q, respectiva- 

mente, con respecto a un sistema de referencia fijado en R". En este capitulo 
vamos a estudiar detenidamente aquellos tipos de aplicaciones en R 2 y R 3 que 
conservan la distancia (las definiciones precisas se daran en la seccion primera de 
este capitulo). 

E1 lector habra podido adivinar que debe existir cierta relacion entre las 
aplicaciones en R 2 y R 3 que conservan las distancias y aquellas aplicaciones que 
conservan el producto escalar usual en los mismos espacios considerados como 
espacios euclideos. Tales aplicaciones han sido estudiadas en el capitulo 8, y son 
las aplicaciones ortogonales. Debido a esto seran utilizados en este capitulo 
algunos resultados del capitulo 8. 


10.1. TRANSFORMACIONES AFINES. EJEMPLOS 

Recordemos que un espacio afin A esta formado por un conjunto de puntos y un 
espacio vectorial V de manera que a cada par de puntos P, Qe0 le corresponde un 
vector FQeV y tal que para cualesquiera tres puntos P, Q, Re0> se verifica PR = P& 
+ QF. 

Un sistema de referencia 0 en A esta formado por un punto OeSA y una base 
{e*!, ~e 2 , ..., T„j de V. Dado un punto Xe2P el vector 0 X puede escribirse de manera 
unica como 

OX = Xi e^ + x 2 e 2 + • • • + x„e„ 

Los elementos (x 1( x 2 , ..., x„) reciben el nombre de coordenadas del punto X con 
respecto al sistema de referencia iM = {0\ ~e u ~e 2 , ..., ~e n }. Ejemplos de cambios de sistema 
de referencia se han dado en la seccion 5.5 del capitulo 5. 

Un espacio afin se dice euclideo si el espacio vectorial V es euclideo. En este caso 
definimos 

d(p, Q)=wm\ 

para cualesquiera par de puntos P, Qe2f. 

DefiniciUn 1 

Una aplicacion T: A\~* A se dice afin si existe una aplicacion lineal <F: V>—>V 
tal que para todo par de puntos P,Qe0 

T(P)T(Q) = &(PQ) 

Las aplicaciones afines tambien reciben el nombre de transformaciones afines. 
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Ejemplo A. En el espacio afin R 2 definimos la homotecia de centro A y razon 
X como la aplicacion H = H A X tal que si BeR 2 , la imagen B' de B mediante H satisface 

Afi' = XAfi 



La aplicacion lineal 0T asociada a H es Jf(v ) = /.~v, ~v e R 2 . En efecto, si P, geR 2 , 
H(P)H(Q) = Wq = Ya + AQ'=-AP’ + A$'=-XAP + XA§ = 

= X (-AP + A§) = XP$ = jr(P&) 



Cuando X= 1 se tiene la transformacion identidad. Observar que el mismo ejemplo es 
valido en el espacio afin R". 

EJEMPLO B. Dado un vector tf e R", la traslacion de vector que designamos por 
es tambien una aplicacion afin. En este caso: 


fi(P) = P' 

Q' 



si pF'=T. Es facil comprobar que es una transformacion afin, ya que 

fi(P)fi(Q)=FQ' = pQ 

y, por tanto, basta tomar la aplicacion lineal asociada a Tj, como la identidad en R 2 . 


* * * 
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Tratamos ahora de encontrar la expresion analitica de una transformacion afin 
en un sistema de referencia. Dado {0; ? lt ..., e n } un sistema de referencia en un 
espacio afin A = (^, V) y T una aplicacion afin en A tenemos que 

Ol' = 0T(X) = 07X0) + T(0)T(X) = 0T(0) + W(0X) 

para todo X e 9, donde X'= T(X). Si (x\, ..., jO s° n las coordenadas de X'con respecto 
a (xd x n ) son las coordenadas de X con respecto a dt, (a u ..., a n ) son ias 
coordenadas de T(0) con respecto al mismo sistema de referencia y T es la matriz de F 
con respecto a la base {e,, ..., e n ), la igualdad anterior se escribe en coordenadas de la 
forma 



E1 lector puede convencerse de que la expresion (1) sirve para definir una aplicacion 
afin que tiene a (1) como expresion analitica en el sistema de referencia fijado. 

Si T(0) = 0 se tiene que (a y , ..., a„) = ( 0, 0) y la expresion (1) se reduce a 



EJEMPLO C. Tratemos de encontrar la expresion anafitica de la homotecia de centro 
A y razon X del ejemplo A. Supongamos que « = {0;^, 7 2 ), donde 0 = (0,0), e, =( .0) 
y T 2 = (0, 1) en un sistema de referencia en R 2 con respecto al cual A=(a x , a 2 ). Tene- 

mos que 

0X' = 0H(X) = 0H(0) + (OX) = OA + AH(O) + Xf(0X) = OA + XAd + AOX 


Por tanto, 






* * * 
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DefiniciOn 2 

Dado un espacio afin euclideo A = (&, V) una aplicacion afin T en A se llama 
movimiento si conserva las distancias entre puntos, es decir, 

d(T(P), T(Q)) = d(P, Q) 

para todo P, QeXP. 


Nota. Los movimientos en el espacio afin R" reciben tambien el nombre 
de isometrias; la palabra «isometria» proviene del griego y significa «igual 
medida». 


Sea T un movimiento en un espacio afin A, P y Q dos puntos cualesquiera de y 
P' = T(P), Q' = T(Q) las imagenes de P y Q, respectivamente, mediante T. Entonces 

\MP$)\\ = \\T(P)T(Q)\\=d(P', Q') = d(P, Q) = \\m 

Por tanto, F es una aplicacion lineal del espacio euclideo V que conserva la 
longitud de los vectores. Tales aplicaciones son las aplicaciones ortogonales en V que 
han sido estudiadas en el capitulo 8. Si T es la matriz de F con una cierta base se tiene 
que 1 7j = ± 1 . Si |7j = 1 el movimiento se llama directo y si |7j = — 1 el movimiento se 
Hama inverso. Observar que estos conceptos no dependen de la base elegida para 
escribir la matriz de F. 

Es claro que los resultados del capitulo 8 sobre aplicaciones ortogonales nos 
pueden ayudar ahora a clasificar los movimientos en IR". Es evidente que, al menos en 
IR 2 , puede hacerse un estudio mas geometrico de los movimientos. 

En lo que resta de este capftulo procederemos de la siguiente manera: comenzare- 
mos haciendo un estudio geometrico de los movimientos en el plano, para realizar a 
continuacion su estudio analitico; en el espacio, el estudio geometrico de los movimien- 
tos resulta mas complicado y, por tanto, preferimos utilizar los resultados del capitulo 
8 sobre aplicaciones ortogonales, lo cual nos dara directamente su expresion analitica 
y su clasificacion. 

* * * 

Ademas de la transformacion identidad, damos a continuacion varios ejemplos de 
movimientos. 

Ejemplo D. En un plano, un giro o rotacion de angulo a alrededor de un punto 
0 (no necesariamente el origen de coordenadas) es un movimiento, que se denotara 
por G„ x . Eligiendo un sistema de coordenadas como en la figura adjunta 

( cos a. — sen a\ 

T(P) = ( )P 

^sen a cos a J 
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P' = G 0 JP) 



EjEMPLO E. Una simetria con respecto a una recta r, que denotaremos por S r , es 
un movimiento. Recordamos que el simetrico de un punto P con respecto a r es un 
punto P' tal que el segmento PP’ es perpendicular aryr corta a PP’ en su punto 
medio. Con la simetria respecto de una recta tambien se asocia a veces el nombre de 
reflexion. 



Ejemplo F. Una traslacion mediante un cierto vector v, que denotaremos por 7j, 
es tambien un movimiento. 



p 


En este movimiento se produce un desplazamiento paralelo de todos los puntos. 

Ejemplo G. En el espacio, una simetria con respecto a un plano n, S n , es un 
movimiento. El plano n divide al segmento PP', donde P' es la imagen de P, en dos 
partes iguales, siendo PP' perpendicular a n. 
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Ejemplo H. E1 movimiento que se produce en el espacio al subir por una 
escalera de caracol se denomina un movimiento helicoidal. E1 efecto de un movimiento 
helicoidal esta producido por un giro en un plano n seguido de una traslacion con 
vector perpendicular a n de manera que los puntos del plano (o peldano) n se 
transforman en puntos de un plano paralelo a n (o peldano superior) (ver figura 
adjunta). 



* * * 

En el estudio de los movimientos es interesante considerar un tipo de puntos 
especiales que se denominan puntos fijos: un punto P es un punto fijo de un movimien- 
to T si T(P) = P. 

Todos los puntos son fijos para el movimiento identidad, mientras que las trasla- 
ciones no tienen ningun punto fijo. Un giro de centro 0 tiene unicamente este punto 
como fijo (en ei plano) y una simetria con respecto a una recta r deja a todos los 
puntos de r fijos. 

En el estudio geometrico de los movimientos que haremos en la siguiente seccion es 
conveniente considerar la composicion de dos de ellos. 

La composicion de dos aplicaciones afines 7j y T 2 es otra aplicacion afin; en efecto, 
si y f 2 son las aplicaciones lineales asociadas a 7j y 7j, ^ 2 °^\ es la aplicacion 
lineal asociada con T 2 ° 7j, ya que 

T 2 “ T { {P)T 2 ° TfQ) = F 2 (fi(P)T x m = $ 2 o gr^pg) 

para todo par de puntos P y Q. Si T 2 0 Tj =1 se dice que T x y Tj £on inversos una de 
otra. 

Si Tj y T 2 son movimientos, su composicion es tambien un movimiento, ya que 
d(T 2 ° TfP), T^Tm^fiTfP), l\(Q)) = d(P . Q) 


para todo par de puntos P y Q. 
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EJERCICIOS 10. 1 

1 Demostrar que una simetria en el plano con respecto a una recta es una aplicacion 
afm. Encontrar k expresion analitica de la simetria con respecto a la recta x 
sistema de referencia cartesiano. 

2. Encontrar la expresion analitica (en un sistema de referencia cartesiano) de los 
siguientes movimientos en IR : 

a) Giro G de 90° con respecto al eje x = 1, y= 1- 

b) Traslacion T de vector tf = (0, 1, 1). 

c) T“GyG»rquese obtienen como composicion de los antenores. 

3. Determinar los puntos fijos, si existen, de la aplicacion afin en R 3 dada por 



en un sistema de referencia cartesiano. 


10.2. MOVIMIENTOS EN EL PLANO 

Como ya hemos anunciado en la seccion anterior comenzamos haciendo un 
estuto geometrico de los movtmten.os en =1 plano. Algunos de esws — 
han dado en los ejemplos D, E y F de la seccion antenor: 6 seran todos estos l 
movimientos posibles en el plano? Para responder a esta pregunta es necesano 
estudiar la composicion de dos movimientos fijados de antemano. 

Comenzamos con un lema. 

Lema 1 

Si un movimiento en un plano tiene mas de un punto fijo, debe se [ la 

identidad o una sim etria con respecto a una recta que pasa por los puntos fijos. 

Demostracion Sea T un movimiento con dos puntos fijos distintos Ay B. 

Demostraremos primero que todos los puntos de la recta r que pasapor/1 y B son 
uemosirarc F ** ( p) c T es un m0 vimiento d(A, P) = d(A, P ) 

P 7r S p! it B n Por tanto P y /deL es.a, en las creuuferencias de centro d , 
radio' 1 P) y de centro B y radio d(B. P ); como estas circunferencias se cortan 
dnlcament'e e„ P se ha de tener P’ = P. Esto prueba que todos los puntos de r son fijos 

para la aplicacion T. 
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T 



Sea ahora P un punto que no esta en r; el mismo razonamiento anterior muestra 
que P' = T(P) debe pertenecer a la vez a las circunferencias de centro A y radio d(A, P) 
y de centro B y radio d(B, P). Por tanto, P' = P o P' = Q (ver figura 2). En el primer 
caso demostraremos que T es la identidad y en el segundo que T es una simetria con 
respecto a la recta r. 



Figura 3 


Supongamos que P' — Py sea P j otro punto distinto de P con P^r; basta 
demostrar que T 1 =.Pj, donde Fj = T(Fj). Por el mismo razonamiento anterior se 
tendria que P\=P X o P\ = Q X (ver figura 3). Si fuera Tj =0, se tendria que 

d(P, P x ) = d(P', P\) = d(P, Q x ) 

de donde se deduciria que P esta en la recta r, en contra de lo supuesto. Por tanto, P\ 
= Pi y T es la identidad. 

Supongamos ahora que P’ = Q y que P\ =P U Se tendria entonces que 


d(Q, PJ^d^P’, P\) = d(P, Pj) 
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ya que T es un movimiento; de aqui deducimos que P^ tiene que estar en la mediatriz 
de PQ , que es la recta r. Como esto es una contradiccion, ya que P^r, se tiene que P\ 
= (?i y T es, por tanto, una simetria con respecto a la recta r. ■ 


Sea M un movimiento cualquiera en el plano, P un punto del plano y P' = M(P). Si 
v=PP', el movimiento deja fijo el punto P (T-f 1 es la inversa de la traslacion 

de vector K es decir, T^y 

Tf 1 o M(P) = Tf l (P') = T_fP') = P 



Para cualquier otro punto Q del plano sea Q' = T V 1 ° M(Q). Como Tj '°M es un 
movimiento d(P, Q) = d(P, Q') y, por tanto, existe un giro G P a de centro P y angulo a 
tal que G P , a (Q')=Q. E1 movimiento G P<a ° Tf 1 °M tiene P y Q como puntos fijos, ya 
que 


G P , a ° Tf 1 ° M(P) = G P a (P)=P 
G P , a °Tf 1 °M(Q) = G P JQ') = Q 

Por el lema 1, G P<a 0 Tf 1 ° M es una simetria S„ donde r es una recta que pasa por P o 
la identidad; por tanto, 


M = T v °G P _ a °S r o M= 7jr° G Pj 
Hemos demostrado el siguiente resultado: 

ProposiciOn 2 

Todo movimiento en un plano es o bien la composicion de un giro y una 
traslacion o bien la composicion de una simetria con respecto a una recta, un 
giro y una traslacion; el eje de simetria pasa por el centro del giro. 


Observacion. E1 orden de composicion en la proposicion anterior es muy 
importante. 


Una vez establecida la proposicion 2 la determinacion de todos los movimientos en 
el plano requiere el estudio de las posibles composiciones de los movimientos que alli 
intervienen. Antes de realizar este estudio analizamos las condiciones en que se obtiene 
la identidad o una simetria en el lema 1. Para ello observamos en la figura 4 que las 
simetrias cambian la orientacion de la figura, mientras que la identidad evidentemente 
no la cambia. 



Figura 4 


LEMA 3 

Si un movimiento en un plano tiene mas de un punto fijo y no cambia la 
orientacion de las figuras es la identidad y si la cambia es una simetria axial. 


ProposiciOn 4 __ 

La composicion de un giro y una traslacion es otro giro del mismo angulo. 


Demostracidn. Sean G P a y T^ el giro y la traslacion dados (ver figura adjunta). Sea 

Q=TfP) 

Q’ = G P , a (Q ) 

Q" = Tu(Q') 
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Sea O el punto de interseccion de las mediatrices de los segmentos PQ y QQ". E1 
movimientoGp °G 0 _ X tiene P y Q como puntos fijos: 

Gp i °T~ l ° G 0 JP ) = Gp,l(T u ~ l (Q)) = Gp,i(P)=P 

y 

Gp.i ° Tf 1 o G 0 JQ) = Gp,i(T-f'(Q")) = Gp,i(Q') = Q 

Puesto que este movimiento conserva la orientacion (ya que las traslaciones y los giros 
la conservan) se tiene que Gp,l° Tf l ° G 0 x = I, de donde deducimos que G 0 a 
= T U °G P a . Esto concluye la demostracion de la proposicion 4 excepto en el caso en 
que Q", Q y P estan en una misma recta; en este caso se ha de tener necesariamente a 
= 180° y Q" = P. En esta circunstancia basta tomar 0 como el punto medio del 
segmento PQ. ■ 

Observacidn. E1 centro del nuevo giro que se obtiene enja proposicion 4 es 
el punto de interseccion de las mediatrices de los segmentos PQ y QQ", donde Q 
= Ty y Q" = Tu° Gp^f Tu(P), siempre que a=^180°. Si a=180°, el centro es el 
punto medio de PQ. 

ProposiciGn 5 6 

La composicion de una simetria y un giro de centro perteneciente al eje de 
simetria es otra simetria. 

Demostracion. Sean S r y G P a , con Per, la simetria y el giro dados. Sea Q otro 
punto de r distinto de P y Q' = G P oi (Q). Sea / la bisectriz del angulo QPQ'. E1 
movimiento 

S r _1 0 Gp i ° S, 

tiene P y Q como puntos fijos: 



Como este movimiento no cambia la orientacion (ya que las dos simetrias anulan el 
cambio de sentido que cada una de ellas produce) del lema 3 se deduce que 
S r _1 0 G,! 1 °S, = / y, por tanto, S ( = G P !1I 0 S r . ■ 

Observacion. La recta de la nueva simetria axial en la proposicion anterior 
es la bisectriz del angulo QPQ', con Q' = G P x (Q) y Qer, QfP. 
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De todos los casos posibles que pueden ocurrir en la proposicion 2 nos queda por 
estudiar la composicion de una simetria y una traslacion. Comenzamos suponiendo 
que el vector de traslacion u es paralelo a la recta de simetria r. 



En la figura se observa que este movimiento cambia la orientacion y, sin embargo, 
no es una simetria axial. Estamos ante un nuevo movimiento al cual damos el nombre 
de simetria deslizante. 

DefiniciGn 

A la composicion de una simetria de recta r y una traslacion de vector u 
paralelo a r se le denomina simetria deslizante y se representa por Sr.u- 

E1 lector puede visualizar una simetria deslizante como las huellas que una persona 
deja en la nieve al caminar en linea recta. 


C=> C=> 



Supongamos ahora que el vector de traslacion ~v es perpendicular a la recta r. En 
este caso demostraremos el siguiente resultado: 

( ) La composicion de una simetria S r y una traslacion de vector ~v perpendicular 
a r es una simetria con respecto a la recta / trasladada de r mediante el vector 
v /2. 

Basta observar que S r _1 °/f‘ ° S, es un movimiento que tiene Per y Q = T 7 (P) 
como puntos fijos: 


y 


S" 1 ° Tf 1 ° S;(F) = S“ 1 ° Tf 1 (0 = S r - 1 (P) = P 
S r - 1 ° Tf 1 ° S,(Q) = S - 1 ° Tf \P) = S - l (Q') = Q. 
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Puesto que este moviiniento conserva 1 a orientacion, del lema 3 se deduce que 
S~ l o Tf 1 °S, = /, y, por tanto, S,= T v °S r , que es la afirmacion (*). 

Puesto que conocemos el resultado de componer una simetria con una traslacion 
de vector paralelo al eje de simetria y con una traslacion de vector perpendicular al eje 
de simetria, podemos encontrar el resultado de componer una simetria con un vector 
cualquiera % sin mas que descomponer u en sus componentes paralela y normal al eje 
de simetria. Se obtiene asi el siguiente resultado. 

ProposiciOn 6 — 

La composicion de una simetria y una traslacion es o bien una simetria 

deslizante o bien una simetria. 

Demostracion. Sea S r la simetria y T^ la traslacion. Sea u =u p + u n la descotnposi- 
cion de u en un vector uj, paralelo a r y un vector u n perpendicular (o normal) a r. 
Observar que T* = T^ ° T^, de manera que 



Si u„ = 0 , Tr ° S r es una simetria, mientras que si u p =t 0, ° T Un ° S r es 

una simetria deslizante. 
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Juntando las proposiciones 4, 5 y 6 junto con la proposicion 2 se obtiene el 
siguiente resultado, que nos dice con exactitud el tipo de movimientos que pueden 
existir en un plano. 

TEOREMA 7 ( Descripcidn de los movimientos en un plano ) 

Todo movimiento en un plano es o bien la identidad, o una traslacion o una 
rotacidn (movimientos directos, es decir, que no cambian la orientacion) o bien 
una simetna o una simetria deslizante (movimientos inversos, es decir, que 
cambian la orientacion). 


E1 lector puede ahora preguntarse cual es el resultado de componer dos movimien- 
tos cualesquiera que no coinciden con los realizados en las proposiciones anteriores. 
P°r ejemplo. i,cual es el resultado de componer dos giros? Es conveniente «jugar» un 
poco con este tipo de composiciones. Algunos de estos «juegos» se proponen como 
ejercicios al final de esta seccion. 


EJERCICIOS 10.2 


1. Demostrar que la composicion de dos simetrias en un plano, cuyos ejes se cortan 
en un punto es una rotacion. ^Cuales son el centro y el angulo de esta rotacion? 

2. Estudiar la composicion de dos simetrias de ejes paralelos. 

3. Demostrar que la composicion de una simetria y un giro en un plano es una 
simetria o una simetria deslizante. i,Cual es el eje y cual es el vector de la simetria 
deslizante? 


4. a) Demostrar que la composicion de dos giros de 90° en el mismo sentido 
alrededor de dos puntos distintos C y B es un giro de 180° alrededor del centro de uno 
de los cuadrados que tiene CB como lado. 

b) Estudiar la composicion de dos giros cualesquiera en el mismo sentido. 

5. Demostrar que la composicion de tres simetrias de ejes concurrentes es otra 
simetria. ^Cual es el eje de esta nueva simetria? 

6. Estudiar la composicion de tres simetrias de ejes paralelos. 

7. Un giro de 180 alrededor de un punto P se dice tambien una simetria de centro P. 
Demostrar que la compos icion d e dos simetrias de centros P x y P 2 , respectivamente, es 
una traslacion de vector IP^P,. 


, )S . " - 'ORIA 
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10.3. ESTUDIO ANALITICO DE LOS MOVIMIENTOS EN IR 2 


Comenzamos esta seccion encontrando las ecuaciones de todos los movimientos en 
el plano, cuya descripcion se ha dado en el teorema 7 de la seccion anterior. 

EJEMPLO A. Traslacion de vector ~v =(n l5 r 2 )(T f ): Cualquier punto X = (x lt x 2 ) se 
transforma en otro punto T-^(X) = X' = (x\, x' 2 ) tal que 






Si elegimos el sistema de referencia {P; u u u 2 } como muestra la figura adjunta, la 
imagen de un punto X de coordenadas (y ] , y 2 ) en este sistema de referencia es un 
punto X' = (y\, y' 2 ) tal que 

yjX/coscp -sencpVyA 
y' 2 J \sencp cos (pJ\y 2 J 

Si X=(x u x 2 ) y X =(x\, x' 2 ) en el sistema de referencia canonico {0; ej, ~e 2 } se tiene 

que 

y 2 J \x 2 -p 2 J y U/ \ x ' 2 -p 2 
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que sustituido en la expresion anterior nos permite obtener: 

V / C0S( P — sencp\ /xi\ /pA _/ a i\ /coscp -sencpVxA 

U/ \P 2 J l sen 9 cos ipj \x 2 J \p 2 J_ \a 2 J + \ sen( P coscp/U^/ 

* * * 

EJEMPLO C. Simetna con respecto a una recta r(S r ): Supongamos que r tiene por 
ecuacion y = mx + b; si elegimos el sistema de referencia {B; uj, tf 2 }, donde B = ( 0, b)er, 
u { es un vector director unitario de r y u 2 es un vector unitario perpendicular a r, 
de manera que {wj,tf 2 } y {e 1 ,~e 2 } tengan la misma orientacion (1) , la imagen de un 
punto X de coordenadas (y l5 y 2 ) en este sistema de referencia es X' de coordenadas 
(yj» y'2) en es te mismo sistema tal que 



Para pasar al sistema de referencia {O; ej, e 2 } realizamos un giro de angulo (— cp), 
donde tgcp = m, y una traslacion de vector (0, — b), de manera que si (x 1; x 2 ) son las 
coordenadas de X en este sistema de referencia se tiene 

/*i\/ C0S( P -sencpVyA /0\ 

\.x 2 / \sencp coscp/\y2/ \bj’ 

de la misma manera, si (x 2 , x 2 ) son las coordenadas de X' en el sistema de referencia 
canonico se tiene 

/ Xl \_/ C0S(p — sen<pVyj\ /0\ 

\x' 2 J \sencp coscp J\y' 2 J [bj 

(1) Dos bases de un mismo espacio vectorial tienen la misma orientacion si la matriz del cambio de base 
tiene determinante positivo. 
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Sustituyendo en (*) encontramos que 


-sencp\/l 0\/cos(p 
cos (p A 0 — 1 Asen <p 


\ /cos(p — sen(p\/l 0 \/ eos^ scu^ \/-m 
a 2 ) + lsen(p cos(pj\0 — 1/\— sen(p cos^py^x^ 


— sen(p 


/ 0\1 / 0 \ 

"WJ + VV 


cos(p sen(p \(Xi 


aA / cos 2(p sen2(p\/ 
a 2 ) lsen2(p -cos 2 (p/V x 2 


EJEMPLO D. Simetria deslizante de eje r y vector v (S rj A : Si r: y — mx + b, utilizan- 
do el resultado obtenido en el ejemplo C y el hecho de que S r jr = T$ o S r se obtiene que 




’cos2(p sen2(pVx! 


sen2(p —cos2(pJ\x 2 


b A / cos 2(p sen2(p\/x! 
b 2 ) \sen2tp — cos 2 (pyV x 2 


donde V = (v u v 2 ). Recordar que v es paralelo a la recta 


A continuacion damos algunos ejemplos de casos particulares de los ejemplos 
anteriores para que el lector se familiarice con la obtencion de las ecuaciones de 
movimientos. Una forma de realizar estos ejercicios es seguir en cada caso el razona- 
miento de los ejemplos anteriores; otra posibilidad es escribir la ecuacion del movi- 
miento en su forma general y encontrar los parametros desconocidos; aqui seguiremos 
este segundo punto de vista. 

EjEMPLO E. Encontrar las ecuaciones del giro de centro P = (l, 2) y angulo (p 
= tt/ 4. Por tratarse de un giro de angulo n/4 tendremos: 


n n 

sen- cos- 

4 4 
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A continuacion calculamos 
movimiento: 



imponiendo que P = (l, 2) sea un punto fijo de este 


Por tanto, 









2 / 


EJEMPLO F. Encontrar la expresidn analitica de la simetria deslizante de eje 
y = x-2 y de vector'v=( 3, 3). Como (p = 7t/4 del ejemplo D se deduce que las ecuacio- 
nes buscadas son de la forma 
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Calcularemos 



si conocemos la imagen de un punto P; si tomamos P — (0, —2), 



de manera que 



Por tanto, la expresion analitica de esta simetria deslizante es 





* * * 


Ejemplo G. Encontrar la expresidn analitica de la simetria con respecto a la recta 
r de ecuacidn x + 2y = 4. Una forma de hacer este ejercicio es como en el ejemplo F, 
teniendo en cuenta que todos los puntos del eje deben quedar fijos. Dejamos al lector 
esta tarea. Nosotros mostraremos aqui una forma mas geometrica de resolver este 
problema. La imagen de un punto P es un punto P' tal que 

P=P-Xn 

donde Jf es un vector unitario normal a r (como muestra la figura) y A=||P?|| 
= 2 d(P, r). Para calcular A tomamos un punto cualquiera Q de la recta r y observamos 
que 

d(P , r)= ||e?|| cosa= ||Q?|| =( ^ 



La ecuacion de la simetria es 


P' = P — 2(Qp, n)n 
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En nuestro ^ejemplo, si P~(x u x 2 ), P' = (x;, x' 2 ), tomamos g = (0, 2) y observamos 

que n =(1, 2) — tenemos 

x/5 



* * * 


Con los ejemplos anteriores hemos aprendido a encontrar las ecuaciones de los 
movimientos en el plano. A continuacion nos planteamos el problema reciproco, es 
decir, dadas las ecuaciones de un movimiento en el plano determinar que tipo de 
movimiento es. Si se resuelve este problema, haciendo uso de los resultados del 
comienzo de la seccion 8.8 del capitulo 8 se obtiene la descripcion de los movimientos 
en el plano, que fue dada en el teorema 7 de la seccion anterior. 

En la seccion 10.1 se demostro que las ecuaciones de un movimiento M en el plano 
son de la forma 



donde T es una matriz ortogonal de orden 2. De los cuatro primeros ejemplos de esta 
seccion, que nos dan todos los movimientos en el plano de acuerdo con la descripcion 
dada en la seccion anterior, deducimos que T es de la forma 


coscp — sen cp 
sen cp cos cp 


6 T= 


cos a sen a 


sena — cosa 


Observar que la traslacion esta incluida en el primer caso cuando cp = 0. Ademas, 
en cl segundo caso, T es una matriz ortogonal y simetrica de determinante — 1, y por 
tanto, la aplicacion lineal que tiene a T como matriz es diagonalizable en una base 
ortonormal y su matriz en esta base es 

C-3 


Esto ultimo se deduce de los resultados del capitulo 8. 

E1 lfictor se habra dado cuenta que la descripcion de T se ha encontrado anterior- 
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mente al comienzo de la seccion 8.8 (ver la discusion que precede al teorema 1 de la 
citada seccion). En resumen, los casos posibles para T son 


coscp — sentp 


sen (p cos (p 


o, en una nueva base (u l5 u 2 } si es necesario, 


0 -1 


Para seguir adelante en el problema propuesto es necesario estudiar los puntos fijos 
del movimiento. Los puntos fijos X = (x x , x 2 ) de (1) satisfacen el sistema de ecuaciones 


o bien 


)+T(' Xl 

a 2 ) \ x 2 


/x a x 
(I-T){ 1 =( 
V*2/ \ a 2 


Debido al teorema de Rouche-Frobenius el estudio de los puntos fijos de (1) se 
reduce al estudio del rango de la matriz / - T y de la matriz ampliada (/ - T | -4), donde 

A = ( ai ). Estos rangos se designaran mediante 

\a 2 ) 


r(I-T) y r(I — T\ A) 


En el caso (I): 


|/ — T| = 


1— coscp sentp 
— sentp 1— costp 


= (1 — cos tp) 2 + sen 2 (p = 2(1 -cos (p) 


Por tanto, r(I - T) = 2 si y solo si (p#0; en este caso, r(I — T\A) = 2 y, en consecuencia, 
el movimiento posee un unico punto fijo P que es la solucion del sistema (2). Tomando 
P como origen del sistema de referencia las ecuaciones del movimiento son de la forma 


cos (p - sen (p \/y 


cos(p /\y 2 


y, por tanto, el movimiento es un giro de centro P y angulo (p. 
Si (p = 0. 
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y, por tanto, r(I T)—0. Si A- ^ j, r(I— T|zl) = 0 y el movimiento es la identidad. Si 


r(I-T\A)=\ y el movimiento es una traslacion de vector (a u a 2 ). Observar 

que todos los movimientos del caso (I) son directos, ya que |T| = 1. 

En el caso (II), y en la base [u u u 2 }, 


/-T= 


'I 0 \_ /1 0 \ /0 0 

0 1 lo -l /“\0 2 


y, por tanto, r(I T)— 1. Si r(l — T\ A)= 1, el sistema (2) tiene una recta de soluciones y, 
por tanto, el movimiento tiene una recta de puntos fijos. Si P es uno de estos puntos 
fijos, en el sistema de referencia {P; u u u 2 } el movimiento tiene como ecuaciones 

(3-C -X:) 

y se trata, por tanto, de una simetria con respecto a la recta de puntos fijos. Observar 
que en este caso se ha de tener aj=0 en la ecuacion (1). 

r (I~T\A) = 2 el sistema (2) no tiene soluciones y, por tanto, el movimiento no 
Posee puntos fijos. En este caso podemos escribir el movimiento como 


h) \a 0 ) l\a 2 ) V° - 1 )\ x 2 )_ 


donde necesariamente a j#0, ya que r(I— T\A) = 2. La expresion entre corchetes son 
las ecuaciones de una simetria con respecto a un eje que tiene como vector director tq. 
Por tanto, (3) es ia composicion de esta simetria con la traslacion de vector H = (a u 0), 
que es paralelo a u u se trata de una simetria deslizante. 

La descomposicion de una simetria deslizante como una simetria y una traslacion 
no es unica, unicamente existe unicidad si el vector de traslacion es paralelo al eje de 
simetria y en este caso la descomposicion de la simetria deslizante se dice canonica. 

A continuacion resumimos los resultados anteriores en el siguiente cuadro: 


T 

AI-T) 

r(I — T\A) 

Movimiento P' = A + T(P) 

I 

0 

0 

Identidad 

|T|>0 


1 

T raslacion 

Simetria respecto a 

1 

1 

Simetria respecto de la recta de puntos fijos. 

una recta: 

|T| <0 


2 

Simetria deslizante: composicion de simetria y 
traslacion paralela al eje de simetria. 

Giro o rotacion: 

|T| >0 

2 

2 

Giro en torno al punto fijo. 


♦ * * 
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linalizar esta amcm. — 

”'i:t: iX * v4,o, * traslacion “ tTT 

de giro , su anguio si sc : trata dc un g,r, o 1. recta d^s 

Si “?a* ’=X= una su.vaHedad Unea, - — * « 

invariante mediante una aplicacion afin si ( Duntos 0 recta s Observar que 

lado el plano, las subvariedades mvanantes pueden « pun tos o recm, ^ 

en el plano hay movimientos que no tienen puntos lijos, pero qu v 
des invariantes: ^cuales? 


EJEMPLO H. Estudiar el movimiento cuya expresion es 


5 + 


1 7j 

2 2 

7 1 i 

2 2 


1 _71l 

Puesto que IJ-T,- ^ * Ul + -^ I #0. Hl-T)=2 y se trata d= un giro. 

T 2 I 

E1 anguio de giro <p sa.isface cosrp-j scn v = -V , tenemos en.onces <p- -60”. E1 
punto fijo P satisface la ecuacion 


Despejando P se obtiene 


v^\ _1 


3 5^3 

2 2 

3^/3 5 

2 2 


* * * 
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EJEMPLO I. Estudiar el movimiento cuya expresion es 


F = U + 


(2 0 2 \ 

Puesto que 1 -T~( 2 “), *I-T>- > 1 P“ s >° 1“ (, - r|/1) ’U 0 oj' 
HJ-TM)=1' se trata, entonces, de una simetrlu. El eje de simetria es el conjunto de 
los puntos fijos ,, por tanto, tiene por ecuaaon 


%( 2 \ + (-' TW- 1 

,1 (oj { o ij(yj 


EJEMPLO J. Estudiar el movimiento cuya expresion es 

tjl 1 \ 

-(»> : 4 

\ 2 2 / 

lf 2 2 = 1 _i_i = 0, r(/-T)= 1 y puesto que 

Puesto que \I - 1 1 = ^ jj 44 

— 2 1+ T 


(/- T| u4) = 


1 - 2 /i. _i l 
2 2 

-1 .u. 


riI -TlA)~2. Se trata de un M deslizunte. Para calcular el qje 

, s ; p es un punto del eje de simetria, su lmagen P p 

«UbtnTe”de sSria , P”, la imagen de P\ pertenece tambien al ej. de s.metna 
de manera que 

pp’ = Ff" = A + T(P') - A - T(P ) = T(PP') 


p 
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Por tanto, PP' es un autovector de T de autovalor 1 y se tiene que 

0 = (T—I)(PP') = (T—I)(A + T(P) — P) = (T — I)(A) + {T— /) 2 (P ) 

que es la ecuacion que satisface el eje de simetria. 

En nuestro ejemplo: 




_VL, 

2 


i \ 

2 r fV 

1 _v?_, /w 2 

2 2 / 


Las ecuaciones parametricas del eje de simetria son 


r: 0^1(1,2-73) 


E1 vector de la traslacion es V = PP', donde P es cualquier punto del eje de 


simetria; si tomamos P = l -, 0 1, 




4 i \n\ h+4 


Por tanto, 




EjEMPLO K. Encontrar, si existe, un giro que lleve P = ( 2, 0) en P' = (— 1, 1) y Q 
= (4, 1) en Q' = (0, -1). Puesto que 
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del dibujo deducimos que 


— > — x 3 jt 

* ( PQ , y 


La ecuacion del giro toma la forma 


0 1 \fxi 


1 0 l\x 


Si existe un giro satisfaciendo las condiciones dadas se ha de tener 


- 1\_ /0 1 \/2 


1/ Vfl 


1 0A0 


OX/aA / 0 l\/4 

1/ U 2 / + V-l °Al 


Si estas dos ecuaciones producen el mismo valor de ( 1 ) existe el giro buscado; asi es 

\ a 2 J 

/fl,\ 1\ 

en este caso y se tiene = . Por tanto, 

W V V 


x 'i\ (~ l \ + ( 0 iV^i 

x\ J l 3/ l-l 0 J(x 2 


Nota. Este problema tambien puede resolverse imponiendo 


( coscp — sencp\ 

) p 

sen cp cos cp ) 


, / cos cp — sen cp \ 

Q =A + j \Q 

\ sen cp cos cp ) 


y calculando A y cp si las cuatro ecuaciones anteriores son compatibles. 


EJERCICIOS 10.3. 


1. Encontrar la expresion analitica de los siguientes movimientos: 

a) Giro de centro (1,0) y angulo 3 tt/4. 

b) Simetria deslizante de eje paralelo a la recta 2x+y = 3 y que transforma (2, 1) 
en (1, 0). 
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c) Giro de angulo n/3 que lleve (2, 1) en (1, 0). 

d ) La composicion de los movimientos de a) y b). 

2. Estudiar los siguientes movimientos del plano, hallando su tipo, subespacios 
invariantes y elementos geometricos. 



/ 1 >/3 



\ 2 2 





c) M 3 = M 2 0 M! y A/ 4 = Mi °M 2 


3. Determinar todos los movimientos que transforman (1, 0) en (2, 1) y (0, 1) en (1, 0), 
indicando sus elementos geometricos. 


4 . Averiguar todos los movimientos del plano que conmutan con la simetria de 
eje x — 2y= 1. 


5. Encontrar todos los movimientos del plano que conmutan con: 

a) Traslacion de vector if 0 . 

b) Giro de angulo n y centro P 0 . 

6. Probar que todo movimiento del plano es la composicion de tres simetrias si |T| 
<0 y de dos simetrias si |T|>0. 


I 


10.4. MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO 

En esta seccion determinaremos todos los posibles movimientos en el espacio. Para 
llevar a cabo esta determinacion puede realizarse un estudio geometrico similar al que 
se hizo en la seccion 10.2 con los movimientos en el plano. Es este un buen tema de 
trabajo para el lector o estudiante, ya que de esta manera puede ejercitarse en la 
intuicion geometrica espacial. Sin embargo, tambien puede realizarse esta determina- 
cion de un modo analitico, basado en la clasificacion de las aplicaciones ortogonales en 
espacios euclideos (teorema 2 de la seccion 8.8 del capitulo 8). Este segundo punto de 
vista sera el que seguiremos aqui. 
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De los resultados de la seccion 10.1 se deduce que las ecuaciones de los movimien- 
tos M en R 3 son de la forma 


M(X) = X'= x' 2 = a 2 + T x 2 =A+TX 


donde T es una matriz ortogonal de orden 3. Del teorema de clasificacion de las 
aplicaciones ortogonales en espacios euclideos (teorema 2 de la seccion 8.8 del capitulo 
8) deducimos que, despues de un cambio de base ortonormal si es necesario, T puede 
ser de una de las siguientes formas: 


(I) / 1 0 0 

0 cos cp — sen <p 
\ 0 serup cos (p 


(II) l-l 0 0 

0 cos (p — sen <p 
\ 0 sen cp cos (p 


/1 

0 

0 \ 

(IV) / -1 

0 

0 \ 

0 

1 

0 

0 

1 

0 

\° 

0 

- 1 / 

\ 0 

0 

-1 / 


Observamos que las matrices anteriores son las matrices de una aplicacion 
ortogonal en una base ortonormal {tfj, tf 2 , if 3 } que puede ser diferente en cada caso. 

Observamos tambien que la identidad esta incluida en el caso (I) con (p = 0 y que la 
simetria central de matriz 


-1 0 0 
0-1 0 
0 0-1 


es un caso particular de (II) con (p = n. 

En los casos (I) y (IV) los movimientos son directos, mientras que en los casos (II) y 
(III) son inversos. 

Para determinar todos los movimientos en IR 3 es necesario estudiar sus puntos 
fijos; como ya se dijo en la seccion 10.3 esto equivale a estudiar r(I—T) y r(I — T\A). 
Estudiamos cada uno de los casos por separado. 


/10 0 
T = 0 cos (p — sen (p 

\ 0 sen (p cos (p 


454 


Algebra y Geometria 




y 

1 — cos (p sen (p 
— sen cp 1 — cos <p 

Si (p = 0, r(I — T) = 0 y T es la matriz identidad. Si r(/-T|zl) = 0, A = (0, 0, 0) y el 
movimiento es la identidad ; si r(I —T\A)=l, A = (a u a 2 , n 3 )#( 0, 0, 0) y el movimiento 
es una traslacion de vector a' = (a l , a 2 , a 3 ). 

Cuando <p #0 tenemos que r(I — T) = 2.Sir(I — T\A) = 2 el movimiento M tiene una 
recta de puntos fijos; si P es un punto de esta recta, las ecuaciones de M en el sistema 
de referencia {P; u x , u 2 , u 3 } son 


= 2(1 — cos (p) 



1 0 0 
0 cos (p — sen (p 
0 sen (p cos (p 



y se trata, por tanto, de un giro de dngulo (p alrededor de un eje; el eje tiene como vector 
director y pasa por el punto P y coincide con la recta de puntos fijos del giro. 
Observar que en este caso r(I — T \ A) = 2 implica a^O. 

Si r(I—T\A) = 2 el movimiento no posee ningun punto fijo; en este caso se ha de 
tener necesariamente a^# 0 y podemos escribir las ecuaciones de M en la forma 


1 0 0 
0 cos <p — sen <p 
0 sen (p cos (p 

con o' = (a 1 , 0, 0) # (0, 0, 0). La expresion entre corchetes son las ecuaciones de un giro, 
Gy r , de angulo (p con respecto a una recta r que tiene^a u { como vector director; si 
escribimos T d para denotar la traslacion de vector a # 0 las ecuaciones anteriores nos 
dicen que 

M=Ta° Gq, r 

con la particularidad de que a^a^ es un vector paralelo a la recta r. La composi- 
cion de un giro y una traslacion en estas condiciones es lo que hemos llamado un 
movimiento helicoidal (ver ei ejemplo H de la seccion 10.1). 
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La descomposicion de un movimiento helicoidal como composicion de un giro y 
una traslacion no es unica; podriamos haber tomado 



Sin embargo, existe unicidad si la traslacion es paralela al eje de giro y en este caso 
la descomposicion del movimiento helicoidal se dice canonica. 


(IV) 



-10 0 \ 

0 1 0 

0 0-1/ 


Este es un caso particular de (I) que se obtiene permutando los dos primeros 
elementos de la base y tomando (p = n.Se trata, por tanto, de un giro de 180° alrededor 
de un eje o de un movimiento helicoidal. E1 giro de 1 80° alrededor de un eje r recibe el 
nombre de simetria axial de eje r, ya que todo punto se transforma en su simetrico con 



Figura 1. Giro de angulo <p 


alrededor de r (G ff r ) 


Figura 2. Movimiento 


helicoidal (H t S ) 



Figura 3. Simetria axial de eje r (S r ) 
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T = 0 cos (p — sen cp 

\ 0 sen <p cos <p 


En este caso tenemos 


T |=0 1-cos <p 
0 — sen<p 


serup =4(1— cos<p) 
1 — cos tp 


Si <p = 0, r(I-T) = 1 y 


/ -1 0 0 \ 

T=| 0 1 0 

\ 0 0 1 / 

Si r(I — T\ A)=\, el movimiento posee un plano de puntos fijos n cuyo vector 
caracteristico es uj. Si tomamos P perteneciente a n, las ecuaciones de M en el sistema 
de referencia {P; u it u 2 , u* 3 } son 

/ y\ \ /-i o 0 \/M 

y 2 = 0 10 y 2 

\y 3 / \ o 0 1 /U / 

por tanto, M es una simetria con respecto a un plano que pasa por un punto fijo de M y 
tiene como veclor caracteristico uj: este plano es el plano de puntos fijos de M. 
Observar que en este caso r(I — T\A)=\ implica a 2 = 0, a 2 = 0. 

Si r(l — T | A) = 2 (el lector se convencera facilmente de que r(I — T\ A) j= 3 cuando r(I 
_ T)= 1) se ha de tener a 2 -a 3 =t 0; por tanto, las ecuaciones de M pueden escribirse de 

la forma 

/xj\ / ° \ r/ ai \ ° °\/ xi \ 

x' 2 = a 2 + 0 + 0 10 x 2 | 

\X' 3 I \ a 3 / \° / \ 0 0 1 / \ *3 /_ 

con a = a 2 tT 2 + a 3 tf 3 # () . Asi pues, M es la composicion de una simetria, S^, con 
respecto a un plano n de vector caracteristico u u y una traslacion de vector a # 0; es 

decir, 


M = Ta°S 
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Observar que a es un vector paralelo a n. Por analogia con el caso del plano, este 
movimiento recibe el nombre de simetria deslizante. La descomposicion M = ° S es 

unica si o* es paralelo a n y recibe el nombre de descomposicion canonica de la sime^ria 
deslizante. 

Cuando <pf= 0, r(I—T) = 3 y, por tanto, r(I-T\A) = 3. En este caso el movimiento 
posee un punto fijo P. En el sistema de referencia {P; uj, u 2 , u 3 } las ecuaciones de M 
son 




Esto es la composicion de un giro con respecto al eje uj y una simetria con respecto al 
plano generado por u 2 y u 3 , ya que 


-10 0 
0 cos tp — sen <p 
0 sen (p cos (p 


-10 0 
0 1 0 

0 0 1 



Por tanto, M es la composicion de un giro con respecto a un eje r que pasa por P y 
una simetria con respecto a un plano perpendicular a r que pasa por P. Este 
movimiento no recibe ningun nombre especial en general; solamente en el caso 
<p=180°, para el cual 

/ -1 0 o\ 

T= 0-1 0 

\ 0 0-1 / 


recibe el nombre de simetria central o simetria con respecto a un punto P (P recibe el 
nombre de centro de la simetria) ya que todo punto se transforma en su simetrico con 
respecto a P (ver figura 6). E1 centro de simetria es el punto fijo del movimiento. 


(III) 


/l 0 0\ 

T= 0 1 0 

\ o 0 -1/ 


Este es un caso particular de (II) que se obtiene permutando los elementos primero 
y tercero de la base y tomando (p = 0. Por tanto, el movimiento es una simetria con 
respecto a un plano o una simetria deslizante. 

Esto concluye el estudio de todos los movimientos en el espacio. Los resultados 
obtenidos se enuncian en el siguiente teorema: 
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TEOREMA 1 (Descripcion de todos los movimientos en el espacio ) 

Todo movimiento en IR 3 es o bien la identidad, o una traslacion o una 
rotacion alrededor de un eje o un movimiento helicoidal (en estos casos |T|>0, el 
movimiento no cambia la orientacion y se dice directo) o bien una simetria con 
respecto a un plano, una simetria deslizante o la composicidn de un giro y una 
simetria con respecto a un plano perpendicular al eje de giro (en estos casos |T| <0, 
el movimiento cambia la orientacion y se dice inverso). 



Es conveniente resumir los resultados anteriores en el siguiente cuadro. 


T 

K/-T) 

r(I~T\A) 

M ovimiento: P' = A + T(P) 

1 

0 

0 

Identidad 

|T| >0 


1 

Traslacion 

Simetria respecto 

1 

1 

Simetria respecto de un plano de puntos ftjos. 

de un plano: 

m<o 


2 

Simetria deslizante: composicion de simetria y 
traslacion paralela al plano de simetria. 

Giro o rotacion: 

2 

2 

Giro en torno a a un eje de puntos fijos. 

m>o 


3 

Movimiento helicoidal: composicion de giro y 
traslacion paralela al eje de giro. 

Simetria ° Giro: 
|T|<0 

3 

3 

Composicion de un giro y una simetria; al eje 
de giro y el plano de simetria son perpendicu- 
lares. 


10.5. MOVIMIENTOS EN R 3 . EJEMPLOS 

E1 objetivo de esta seccion es aprender a encontrar las ecuaciones de los movimien- 
tos en [R 3 asi como a determinar los elementos geometricos de un movimiento a partir 
de sus ecuaciones. En lugar de dar una lista exhaustiva de las ecuaciones de los 
movimientos y de la forma de determinar sus elementos geometricos daremos varios 
ejemplos, con la esperanza de que resulten instructivos para el lector. 

EJEMPLO A. Ecuaciones de la simetria respecto de un plano. 



Figura 6. Simetria con respecto al punto P 


J 
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Sea 7 i un plano de ecuacion ax + by + cz = d y n un vector unitario normal a n, es 

decir, n = — - — (a, b, c ). 

y/ a 2 + b 2 + c 2 

La imagen, P', de un punto P es de la forma P' = P — Xn, donde / = 2 d(P, r). Para 
calcular d(P, r ) tomamos Q un punto cualquiera de n y observamos que 


por tanto, 


cos £ (QP, n) = 


d(P , n) 

IIG?II 


d(P, n)= || QP || cos £ (QP, n) = (Qp, n) 


Asi pues, las ecuaciones de la simetria estan dadas por 

P' = P- 2 (Qp, n)n 

Para escribir esto en coordenadas cartesianas tomamos 



Un sencillo calculo permite llegar a la conclusion siguiente: 



que es la expresion en coordenadas cartesianas de la simetria con respecto al plano n. 
de la simetria con respecto al plano n. 


* * * 
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Ejemplo B. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano que 
pasa por (0, 1 , 1) y es perpendicular al vector ( 2 , 1,1). 



vM> 


1 y Q= 1 , puesto que P' = P — 2 (Qp, n) n tenemos: 




Ejemplo C. Determinar las ecuaciones de un giro de angulo n /2 con respecto a 
la recta r que tiene Tf =(1, 1,0) como vector director y pasa por (0, 0, 0). 

Procedemos de la siguiente manera para resolver este problema: encontramos 
primero un sistema de referencia (O; v' l , V 2 , P3}, positivamente orientado y ortonor- 
mal, con respecto al cual G n/2tr tenga una matriz conocida; despues se realiza un 
cambio de sistema de referencia para llevarlo a (O; ~e 2 , 

1 

Tomamos ffj = — p(l, 1 , 0 ) y tf 3 = ( 0 , 0 , 1 ); elegimos ~v 2 de manera que {u 1( v 2 , F 3 } 

V 2 

sea positivamente orientada: 

i j k 
0 0 1 
1 1 0 


1 1 

- = — (-l, 1 , 0 ) 

V2 y/2 


V 2 =V 3 XVi = 
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r 



Con respecto al sistema de referencia {0; v u tf 2 , Tf 3 } las ecuaciones de G r n/2 son 



A continuacion hacemos un giro de —45° de manera que el sistema de referencia 
{0; tfj, H 2 , t5* 3 } se transforme en el sistema de referencia {0; ~e 1 , ~e 2 , e’ i j : s j x' = x l 'e 1 
+ x 2 e 2 + x 3 e 3 se tiene 




-i\ 0\ 

1 + )+ 0 = 
0/ \l / 


.y/2 y/2. 


h , ft L , ^ 

ji \n * 




1 1 


V2 

1 1 


V2 
0 0 



Capitulo 10 Movimientos en un espacio afin euclideo. Movimientos en FJ 2 y M 3 


463 


Similarmente, 



Sustituyendo estos resultados en (*) y realizando el calculo correspondiente se tiene: 



* * * 


Ejemplo D. Hallar las ecuaciones de la composicion del giro de angulo n con 
respecto a la recta r: (0, 0, l) + f(0, 1,1) con la traslacion de vector tf =(1, 1,0) y 
determinar de que tipo de movimiento se trata. 


1 



464 


Algebra y Geometria 


Capitulo 10 Movimientos en un espacio afin euclideo. Movimientos en M 2 y IM 3 


465 


Eligiendo {Q; u u u 2 , u 3 }, donde Q = ( 0, 0, 1), tT^ =(1, 0, 0), u 2 = -j=( 0, 1, 1), «3 = 1 ^ 

xu 2 =—j= ( 0 , — 1 , 1 ) las ecuaciones del giro de angulo n en torno a r son 

v /2 

/-10 0 \ 

0 1 0 

\ 0 0 -1 / \y 3 

A continuacion pasamos al sistema de referencia {Q; ~e u ~e 2 , 'e 3 } haciendo un giro 
de —45°; si x =x 1 e', +x 2 e 2 + x 3 e 3 y x =yitr 1 +y 2 “ 2 +J ; 3“3 se O ene 0 ue 


Iy\ \ 

( yi \ 

/ 

y'i =G*, r 

y 2 

= 

\y’s) 

\ ^ / 

\ 



I' 0 °\ 



Por tanto, en el sistema de referencia {Q; e x , ~e 2 , ~e 3 } se tiene 


I z i \ 

z i 

\ Z 3 / 


/! 0 

0 \ 




/ 1 0 

0 ^ 


0 JL 

1 

1 _1 

0 

°\ 

0 ~7= 

1 ' 

1 Zl ' 

75 

"75 

0 

1 


72 

72 


\° 72 

72 / 

\ 0 

0 

- 1 / 

7 

7/ 

\ Z J 



H 

0 

°\/ 

z i \ 




= 

0 

0 

1 

z 2 





\ 0 

1 

0/1 





Para pasar ahora al sistema de referencia {O, ~e y , ~e 2 , e* 3 } trasladamos X 
= (x,, x 2 , x 3 ) y X’ = (x\, x' 2 , x' 3 ) mediante el vector (0, 0, 1) para obtener 


( x 'l \ 


l 0 \ 


' -1 

0 

°\ 

/ 3C, \ 



0 

+ 

0 

0 

1 

* 2 

\ X 3 / 


U / 


, 0 

1 

0 / 

\ 3C 3 - 

■/ 


/ 

0 

\ 

/-! 

0 

°\ 

/3C, \ 


= 

■ 

-1 

+ 

0 

0 

1 

X 2 




1 

/ 

\ 0 

1 

0 / 

\ X 3 / 



A1 hacer la composicion con T„, donde Tf = (l, 1, 0) se tiene 

,M=T F °G„, r (**) 


1 X, \ 


/ JC'l \ 



1 

O 

O 

/ x, \ 

x 2 

= 

x 2 

= 0 

+ 

0 0 1 

3C 2 

\*3 ) 


\ X 3 ) 

' W/ 


0 

0 

\ *3 / 


M 


que son las ecuaciones buscadas. 


Observacion. A1 mismo resultado se habria llegado si observamos que 
T 7 °G„',(P) = A + T(P), donde 



ya que T(e',)=— T(~e 2 ) = ~e 3 y, T(e 3 )=e 2 y calculamos A teniendo en cuenta 
que 


T 7 °G n _ r (Q)=T 7 °G n J 0 

\ 1 / \1 / \ 1 / 

Finalmente, hemos de determinar que tipo de movimiento es el obtenido en (**). Como 



I—T = 


/2 

0 

\0 


0 0 \ 
1 -1 
-1 1 / 


r(I — T) = 2, y como 


(I — T\A) = 


/ 2 0 0 1 \ 
0 1-10 
V 0 -1 11/ 


r(l — T\A) = 3. Del cuadro resumen de la seccion 10.4 deducimos que (**) es un 
movimiento helicoidal. Hemos de determinar el eje de giro, el angulo de giro y el vector 
de traslacion (paralelo al eje de giro). 
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Si P es un punto del eje de giro, P' es la imagen de P y P" es la imagen de P' se 
tiene que 


y por tanto: 


PP" = M(P)M(F) = PP' 


P?' = A + T(P')-A-T{P)=T(PP’) => (/ — T)(PP') = 0 


Como P’ = A + T(P) se tiene 


0 = (T — I)(P' — P) = (T—I)(A) + (T—I) 2 (P). 


Entonces 


-2 0 0 \ / 1 


0 1-11 


0-1 10 + 0 -1 1 


0 1 -1 


-2 0 0 


o equivalentemente 


— 2 \ / 4 0 0 W*! 

1 +, 0 2 -2 x 2 

- 1 / \ 0 -2 2 / 1 x 3 


x i =~ , 2x 2 — 2x 3 = — 1 


Estas son las ecuaciones del eje de giro. Un punto P 0 de este eje de giro es P 0 
= (^> 0, y puesto que 

/ 1 \ / - 1 0 0 \ / 1/2 \ 

P' 0 = M (P 0 )= 0 + 0 0 1 0 = 

\l/ \ 0 1 0 / \ 1/2 / 

I 1 \ / - 1/2 \ / 1/2 \ 

= | 0 + 1/2 = 1/2 

l 1 / 0 / 1 / 

el vector de traslacion de este movimiento helicoidal es 


1/2 
\ 1/2 
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Observacion. E1 eje de giro de este movimiento es paralelo al eje dado, ya 
que sus ecuaciones pueden escribirse de la forma 


x 3 =— + 1 


I 1/2 \ 


/°\ 

0 

+ tj 

1 

\ 1/2 / 


\ 1 / 


Para encontrar el angulo de giro es necesario utilizar el siguiente resultado: 

LEMA 1 

Si M = A + T(P) es un giro o un movimiento helicoidal, el angulo de giro (p 
satisface 1 +2cos<p=traza T ( = suma de los elementos en la diagonal principal 
de T). 


Demostracion. Puesto que estamos en el caso (I) de la seccion 10.4, podemos 
escribir 

/1 0 0 \ 


C 'TC= 0 cos (p sen <p 
\ 0 — sen (p cos cp 


donde C es un cambio de base adecuado. Utilizando el resultado del ejercicio 7 al final 
de esta seccion deducimos la igualdad traza(T) = traza(C _1 TC). De aqui se obtiene el 
resultado deseado. ■ 

Aplicando el lema 1 se tiene que l+2cos(p= — 1, y por tanto, 2cos(p=— 2. De 
aqui se deduce que cp= 180°. 

* * * 

Ejemplo E. Estudiar el movimiento 


Como 


/ 2 \ 


/0 

0 

- 1 \ 

2 

+ j 

0 

-1 

0 

\ 2 / 


1.1 

0 

0 / 


I 1 0 1 \ 

1 — T= 0 2 0 , r(l — T) = 3 

\ -1 0 1 
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y, por tanto, se trata de la composicion de un giro y una simetria con plano de simetria 
perpendicular al eje de giro. E1 punto de interseccion del plano de simetria y del eje de 
giro es el punto fijo de esta transformacion. En nuestro caso el punto fijp es 


donde 



por tanto, 

x = 2 — z ' 
y=2-y ■ 
z = 2 + x 

de donde deducimos que P 0 = (0, 1, 2). 

Cualquier punto P — (x, y, z) del eje de giro satisface 

P" = P 

donde P" es la imagen de P' y P' es la imagen de P. Por tanto, 
pp'= -p r p"=-A- T(P') + A + T(P ) = - T(FP') 

Entonces, 

0 = (/ + T)(PP’) = (/ + T)(A + T(P) - P) = (I + T)(A) + 

+ (I + T)(T-I)(P)=(I + T)(A) + (T 2 -I)(P). 
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En nuestro caso tenemos: 


0 \ / 1 0 -1 \ /2 \ 

0 = 0 0 0 2 + 

0 10 1 / 2 / 


0 0-1 


- / v V/ ± \ X \ 

0-1 0-010 
L\l 0 0/ \ 0 0 1 / - 


1 0 0 



La ecuaciones parametricas del eje de giro son 

r: (0, 0, 2) + r(0, 1, 0) 

Como el plano de simetria ha de ser perpendicular al eje de giro y pasar por el 
punto fijo P 0 = (0, 1, 2), su ecuacion es y= 1. 



Con un razonamiento similar al del lema 1 puede obtenerse que el angulo de giro cp 
satisface 

— 1 +2cos <p = traza(T)= — 1 

Por tanto, cp = n/2 o 3n/2. En este caso esta condicion no es suficiente para determinar 
el angulo de giro. Una forma de determinarlo es tomar un punto Q en el plano de 
simetria n, y hallar su imagen Q'; si 2 = (0, 1, 0)e7r, 



y del grafico se deduce que q> = — . 


* * * 
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Ejemplo G. Estudiar el movimiento M de ecuaciones 



Puesto que 

I 2/3 2/3 2/3 \ / 2/3 2/3 2/3 1 \ 

/-T= 2/3 2/3 2/3 y (1-T\A)= 2/3 2/3 2/3 1 
\ 2/3 2/3 2/3 / \ 2/3 2/3 2/3 0 / 

r(I — T)=\ y r(/ — T \ A) = 2. E1 movimiento es una simetria deslizante. Los puntos P del 
plano de simetria satisfacen Pp' = PP", donde P' = M(P) y P" = M(P'). Por tanto, 

PP' = A+ T(P') -A- T(P) = T(FP'). 

De aqui deducimos que P satisface 

0 = (/ — T)(PP') = (I- T)(A + T(P) - P) 

=(I — T)(A ) — (/ — T) 2 (P) 


Si P=(x, y, z) esta ecuacion se transforma en 

/0\ / 2/3 2/3 2/3 \/ 1 \ / 2/3 2/3 2/3 \ / x \ /1\ /x + y + z\ 

0 = 2/3 2/3 2/3 1 - 2/3 2/3 2/3 < y =- 1 — x + y + z 

\0 / \ 2/3 2/3 2/3 /\ 0 / \ 2/3 2/3 2/3 j \ z j 3 \lj 3 \x + y + zj 




T 


k 
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Por tanto, x + y +z = 1 es la ecuacion del plano de simetria n. Para encontrar el vector 
de traslacion tomamos P = (l, 1, — l)£7r, con lo cual tenemos 



E1 vector de traslacion Zf es 



E1 plano 7 : es una subvariedad invariante de este movimiento. Las subvariedades 
invariantes de dimension 1 de este movimiento son todas las rectas contenidas en el 

plano n que tienen Zf = -(1, 1, —2) como vector director. 

EJERCICIOS (SECCIONES 10.4 Y 10.5) 

1. Encontrar la expresion analitica de los siguientes movimientos en el espacio. 

a ) Simetria respecto al plano 3x — _y + 2z=l. 

b) Movimiento helicoidal respecto al eje {x(l, - 1, 0)} con un giro de 180° y vector de 
traslacion ff = (2, —2, 0). 

c) Giro cuyo eje pasa por (1, 1, 0) y (0, 0, 1) y que envia (0, 1, 0) en (1, 1, 1). 

d ) Composicion de los movimientos a) y b). 

2. Estudiar los siguientes movimientos en el espacio, hallando su tipo, subvariedades 
invariantes y elementos geometricos: 
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encontrar su descomposicion canonica. 

5. a) Dados los planos paralelos tt, y n 2 de ecuaciones n+. x + y=l y n 2 : x + y = 4, 
encontrar las ecuaciones del movimiento M = S n2 °S nr Demostrar que M es una 
traslacion y encontrar su vector de traslacion. 

b) Demostrar que para cualesquiera dos planos paralelos 7 r, y n 2 en R 3 , M = S K2 °S n 
es una traslacion; encontrar el vector de traslacion. 

6. a) Dados los planos K t y n 2 de ecuaciones n+ z= 1 y n 2 : x + y — z = 2, encontrar las 

ecuaciones de M = S ni ° S„ 2 . Demostrar que M es un giro con respecto a un eje y 
encontrar el eje y el angulo de giro. 

b) iQ ue relacion existe entre el eje del giro M y los planos n t y n 2 l 

c) iQue relacion existe entre el angulo de giro de M y el angulo que forman n t y n 2 l 

7. Sean T, CeJt 3x3 (K) con |C|/0. Demostrar que si 7 = C -1 TC, traza ( J) = tra- 
za (T). [ Sugerencia : si P T (f)= — A 3 + a 2 A 2 — a^A + ag es el polinomio caracteristico de T, 
demostrar que a 2 = traza(T ); utilizar a continuacion que P T (X) es invariante mediante 
un cambio de base (capitulo 7)]. 

* * * 


E1 resto de los problemas de esta seccion estan dedicados a la composicion de 
movimientos en el espacio. Estan pensados para que se resuelvan utilizando razona- 
mientos geometricos en lugar de razonamientos analiticos. Se da la solucion del 
primero de ellos para que el lector se familiarice con la forma de demostracion. 

8. Demostrar que la composicion de dos simetrias con respecto a dos planos 
paralelos es una traslacion. [So/.: Sea ~v un vector perpendicular a uno cualquiera de 
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los planos n, o n 2 que nos da la distancia entre ellos como muestra la figura adjunta. 
Basta demostrar que 


Tis x 


> S=l 


f R 



Para .odo pun.o P.Ti'- S„- S.,(P) = Tj'{R\ donde PR 1 y llRi|| = |P2l + llpll 
= 2||P 0 SII +2||Q<2oll = 2||F 0 (2oll = 2d(3Ti, n 2 ) = 2||»||. Entonces 

T&'°S K2 °S Kl (P)=Tr l (R)=F] 

9 Demostrar que la composicion de dos simetrias con respecto a planos secantes es 
un giro atededor de la recta comun de los dos planos y de angulo doble del que 

forman los planos. 

10 . Demostrar que la composicion de dos simetrias centrales es una traslacion. 

11 . Sea S r una simetria axial de eje r y T z una traslacion de vector S tal que a es 

r P D n em C o U s^ar a que T-_S r es una simetria axial de eje / que es la trasladada de r 

b) Demostrar que S r ° r/es una simetria axial de eje V simetrico de l con respecto a r. 

12 . a) Demostrar que la composicion de dos simetrias axiales respecto de ejes 
secantes es un giro. 

m Demostrar que la composicion de dos simetrias axiales respecto de ejes que se 
cruzan puede escribirse como la composicion de un gtro y una traslacmn. 


CAPITULO 11 

SECCIONES CONICAS 


11.1. Definiciones 

11.2. La circunferencia y alguna de sus propiedades 

11.3. La elipse y la hiperbola 

11.4. Nueva definicion de las secciones conicas: la elipse, la hiperbola y la 
parabola 

11.5. Ecuaciones de las conicas en un sistema de coordenadas cartesiano 

11.6. Determinacion de las conicas 

11.7. Determinacion del tipo de una conica 

11.8. Invariantes de las conicas y reduccion a su forma canonica 

11.9. Determinacion del centro y de los ejes principales de una conica con 
centro 

11.10. Determinacion del vertice y del eje de una parabola 


11.1. DEFINICIONES 

Un doble cono recto es la figura que engendra una recta g al girar alrededor de una 
recta h que la corta. La recta h se denomina eje del cono y las distintas posiciones de g, 
generatrices del cono; el punto de interseccion del eje con una cualquiera de las 
generatrices del cono se denomina vertice. 

Toda figura (plana) que se obtiene como interseccion de un doble cono recto con 
un plano que le corta se denomina una seccidn conica. 

Segun las distintas posiciones del plano de corte las secciones conicas, o simple- 
mente conicas, reciben nombres diferentes, que se dan a continuacion (ver figura 2). 

a) Si el plano es perpendicular al eje del cono, y no pasa por el vertice, la conica 
se denomina una circunferencia. En el caso especial de que el plano pase por el 
vertice se obtiene un punto. 
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Figura 2 


b) Si el plano no es perpendicular al eje del cono y forman entre si un angulo 
superior al angulo que forman el eje del cono y una cualquiera de las generatri- 
ces, la conica resultante se denomina elipse , salvo en el caso especial en que el 
plano pase por el vertice, en cuyo caso se obtiene un punto. 

c) Si el plano es paralelo a una cualquiera de las generatrices la conica se 
denomina pardbola, excepto si el plano pasa por el vertice, en cuyo caso se 
obtiene una recta. 


d) Si el angulo que forman el plano y el eje de giro es inferior al angulo que 
forman el eje y una cualquiera de las generatrices, la conica se denomina 
hiperbola, salvo en el caso especial en que el plano pase por el vertice, en cuyo 
caso se obtienen dos rectas que se cortan. 

Los casos especiales que aparecen en los casos anteriores se denominan secciones 
cdnicas degeneradas y son puntos, o rectas o pares de rectas que se cortan. De ellos 
no nos ocuparemos aqui por haber sido estudiados anteriormente. 

La primera persona que estudio las secciones conicas fue Menaechmus de Grecia, 
como consecuencia de su interes en el problema de construir con regla y compas un 
cubo de volumen doble al de un cierto cubo dado; esto sucedio en el siglo IV antes de 
Cristo. En el mismo siglo el geometra Euclides escribio cuatro libros sobre las 
secciones conicas, de los cuales ninguno se conserva actualmente. 

E1 primer tratado escrito que se conserva sobre las secciones conicas es debido a 
Apolonio de Perga; en sus ocho libros, de los cuales se conservan solo los siete 
primeros, Apolonio fue el primero en estudiar las propiedades geometricas de las 
secciones conicas. Varias de estas propiedades geometricas seran estudiadas en las 
secciones siguientes. 


11.2. LA CIRCUNFERENCIA Y ALGUNA DE SUS PROPIEDADES 

En la circunferencia la distancia del vertice F a un punto cualquiera P de la 
circunferencia es constante; como VC es fijo, donde C es el punto de interseccion del 
plano y el eje del cono (figura 3), se tiene que 

\\CP\\=s/\\VP\\ 2 -\\VC\\ 2 
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es constante para todo P de la circunferencia. Tenemos entonces 



Demostracidn. Sea r el radio de la circunferencia y C su centro. E1 plano en el que 
estamos trabajando es «isomorfo» a un plano euclideo y, por tanto, podemos suponer 
que en el se tiene el producto escalar usual, denotado por ( , ). Entonces tenemos 
(figura 4): 

r 2 = HC?|| 2 =(C?, cP)=(ca + aP, cP+bP)= 

=(CA, cP)+(cA, bP)+(aP, cP)+(aP, bP)= 

= - r 2 + (CA , Bp)-(CA, Ap) + (Ap, Bp) = 

= -r 2 +(CA, bP-aP) + (aP, Bp) = 

= -r 2 +(CA, BA) + (Ap, Bp) = 

= -r 2 + 2r 2 +(AP, EP) = r 2 + (AP, Bp) 

Esto es equivalente a (Ap, BP) = 0, lo cual demuestra el resultado. ■ 

A 


Figura 4 
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Demostracion. Sea r el radio de la circunferencia y u un vector unitario en la 
direccion de Ap. Para X=\\Ap\\ se tiene que 

r 2 = II Cp \\ 2 = II cA + Ap\\ 2 = || cA + Xu ||- 2 = 

= X 2 + 2X(CA, u)+\\cA\\ 2 . 

Si consideramos la ecuacion en X, X 2 + 2 X(CA, TC)+ ||C4|| 2 -r 2 = 0, esta ha de tener una 
solucion unicamente, ya que AP es tangente a la circunferencia, y esta solucion es X 
= II AP || . La ecuacion de segundo grado tiene solucion unica si y solo si 

(CA,u) 2 = \\cA\\ 2 -r 2 (1) 

y esta solucion es 

\\aP\\=X=-(CA,u) (2) 

Si v es un vector unitario en la direccion de AlP' el mismo razonamiento anterior 
produce 

(CA,~v) 2 = || CA || 2 — r 2 (3) 

y 

\\aP'\\ = -(CA,v) (4) 

De (1), (2), (3) y (4) se deduce que ||/4?|| = ||,4?'||. Ademas, de (1) y (2) obtenemos 
||/47 , || 2 = ||CA|| 2 -||C? > || 2 y, por tanto, el triangulo CPA satisface el teorema de 
Pitagoras. Esto prueba que CPA tiene un angulo recto en P, lo cual demuestra la 
proposicion. g 


11.3. LA ELIPSE Y LA HIPERBOLA 

Proposici6n 1 

Una elipse es el lugar geometrico de los puntos A de un plano cuya suma de 
las distancias de A a dos puntos fijos y distintos, llamados focos, y F 2 , es 

constante (||/4? 1 || + HAJ^H =constante). 

Demostracion. Sea tt el plano dado que forma con el eje un angulo mayor que a, 
sin ser 90 , Considerar las dos esferas tangentes al cono y al plano como muestra la 
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figura 5. Estas esferas tocan al plano k en los puntos F, y F 2 . Por la proposicion 3 de 
la seccion 11.2: 

\\AP 2 \\ = \\Aft\\ 

y 

WaPj^wMw 

Como ||;^|| + HM|| = ||Jl||, que es fija, se tiene que 


II Ap x II + II aP 2 \\ = ||Ji|| =constante 



Figura 5 


Si dibujamos la elipse en un sistema de coordenadas cartesianas, como en la figu a 
6 el eje que contiene a los focos se denomina eje principal y el eje perpend.cukr al eje 
mayor que pasa por el punto medio del segmento F t F 2 se denomma eje secundar o 
Si Ay cson las distancias indicadas en la figura 6, 2c se denomma distancia focal 
a se denomina semieje principal y b se denomina semieje secundarm. A1 cociente £ -c/a, 
entre c y a se le denomina excentricidad y como a > c, se tiene que 0 
en el caso de la elipse. Entre a, b y e existe una relacion que puede encontrarse 

aplicando el teorema de Pitagoras a F^OB^: 


a 2 = || J B 1 F 1 || 2 = 6 2 +-c 2 
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A lt A 2 , B j , B 2 son vertices 
Figura 6 

Quiza es conveniente explicar la igualdad a= IIBjFJI; esta igualdad es consecuen- 
cia del siguiente lema cuando A=B X . 


LEMA 2 


Para todo punto + de una elipse se tiene que ||AF' 1 || + HAF’jII =2a. 

Demostracion. Utilizando la definicion de elipse || Ap x || + \\aP 2 \\ =constante; si en 
lugar de A ponemos A x y A 2 , se obtiene 


Por tanto, 


de aqui deducimos 2||>4 1 /’ 1 || ; 
zando este resultado se tiene 


ll+^l’JI + II J]F 2 || = constante = || + 2 F x || + \\A 2 F 2 II- 

II^H + H+^ill + WFJ2W = II ^2 II + iWill + IW2II. 

mos 2||+7^ill =2||/4^F 2 || o equivalentemente, ||J^?’ 1 || = M 2 F 2 ||. Utili- 
llttiHn cp tipnp 


||/4Fj|| + ||/lF 2 ||=constante= II^T^ill + II -^ 2 II = 
= ||^? 2 || + ||^ 2 || = ||I^ 2 ||=2a 


* * * 


ProposiciOn 3. 


Una hiperbola es el lugar geometrico de los puntos P de un plano cuya 
diferencia de distancias a dos puntos fijos_y distintos, F^ y F 2 , llamados focos, es 

_x ..^1 ( II DlJ' II II DJ7 II LO/i 


diterencia de distancias a dos puntos njos_y aisunios, r x y r 2 , namauub 
constante en valor absoluto (||F?' 1 || — ||FF 2 || = +2a, con a constante). 
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Demostracion. Considerar las dos esferas tangentes al cono y al plano n como 
muestra la figura; sean /•’, y F 2 los puntos de contacto del plano y las esferas. Por la 
proposicion 3 de la seccion 11.2 


\\pPA = \\pP'\\ 
y 

iip? 2 ii=iipm 


Como ||P?"||-||P?'|| = ||P'P"|| = ||JL|| = constante, se tiene que 

II Pf 2 II - II Ff i II = constante 




En la figura 8 se ha dibujado una hiperbola en un sistema de coordenadas 
cartesianas de manera que el eje principal contiene a los focos F u F 2 y el eje secundario 
es perpendicular al eje principal y divide al segmento F ^F 2 en dos partes iguales. Los 
demas elementos de la hiperbola reciben los mismos nombres que en el caso de la 
elipse y estan seflalados en la figura 8. 



Figura 8 


Una demostracion analoga a la del lema 2 prueba que HPPj || — ||PP 2 II = ±« 
( + a si P esta en la rama de la derecha y — a si P esta en la rama de la izquierda). 

Para una hiperbola la excentricidad es e-c/a con c>a, y, por tanto, e>l. Por 
analogia con el caso de la elipse definimos b como 

b = y/c 2 -a 2 


a 


c 

es decir, el cateto de un triangulo rectangulo que tiene a c como la hipotenusa y a a 
como el otro cateto. Entonces 

b = f a 2 s 2 — a 2 = a^fs 2 — 1 

E1 parametro b tiene un significado geometrico que esta relacionado con las 
asintotas a cada una de las ramas de la hiperbola. Recordamos que se denominan 
asintotas a la hiperbola (en general a una curva plana) a las rectas que se acercan a la 
hiperbola (curva) en los puntos del infinito. Demostraremos que: 

las rectas que pasan por el centro y tienen (a, b) o (a, —b) como vector director son 
asintotas de la hiperbola. 



1 
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La demostracion que damos de este hecho es solo aproximada, por cuanto no 
utilizaremos la «correcta» definicion de limite. 



Figura 9 


Si C'y C’’ son como en la figura 9 (derecha) se tiene que cuando P va hacia el 
infinito, 

||C'C"|| ~ P , F 1 ||-||PF 2 ||=2a 

y, por tanto, a ~ ||OC'||. En el triangulo rectangulo OC'F 2 se tiene cos<x = l/£ y, por 
tanto, tg oc = + ^/sec 2 a — 1 = ± e 2 ’* 1 — ±b/a. 

11.4. NUEVA DEFINICION DE LAS SECCIONES CANONICAS: 

LA ELIPSE, LA HIPERBOLA Y LA PARABOLA 

ProposiciOn 1 _____ 

Dada una conica no degenerada existe siempre un punto F, llamado foco, 
una recta /, llamada directriz (ambos en el plano de la conica) y un numero £>0 
tal que todo punto P de la conica satisface 

\\PF\\=ed(P, l ) 

Si e< 1 se tiene una elipse, si e > 1 se obtiene una hiperbola y si e = 1 se tiene una 
parabola. 

En la figura 10 se representan conicas con el mismo foco F y la misma directriz /, 
pero variando la excentricidad. 
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Figura 10 


De acuerdo con la proposicion 1 podemos decir que una cdnica defoco F, directriz 
l y excentricidad e>0 es el conjunto de todos los puntos P de un plano que verifican 

\\FP\\=ed(P,l) 

Demostracion. Sea n el plano cuya seccion produce la conica al cortarse con el 
doble cono recto y considerar la esfera inscrita en el cono y tangente al plano n como 
en la figura 11. 



Figura 11 
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(Observar que en la figura 11 se ha representado el caso y>a (o bien /?<oc), que 
corresponde a una elipse, pero el razonamiento seria el mismo si y = ct = fl — parabo- 
la— o y <a<j8 — hiperbola— ). Con los simbolos de la figura 11 se tiene que 

\\PP\\ = \\PA\\ 

debido a la proposicion 3 de la seccion 11.2. Entonces, 

||P?|| ||PA|| ||PM||/cosa cosy_ 

||P^|| HP^II ||PM||/cos}> cosa 

y, por tanto, \\Pp\\=e\\P&\\=ed(P, l). 



Figura 12 


En el caso de la elipse, y>a y, por tanto, cos}><cosa; se tiene, pues, que e< 1. Si y 
= a, e=l y se tiene una parabola. Si y<a, e = cos y/cos a > 1 y se tiene una hiperbola. 
Observar que y y a son constantes. ■ 

* * * 

Damos a continuacion algunas propiedades mas de las elipses, las hiperbolas y 
las parabolas. 

ProposiciCn 2 

La tangente y la normal a una elipse en un punto P de ella misma son las 
bisectrices de las rectas que unen el punto P con los focos. 


Demostracion. Dados los focos F u F 2 y un punto P de una elipse, sea l la bisectriz 
de las rectas PF t y PF 2 como indica la figura 13. 



Basta demostrar que cualquier otro punto P' de l no puede estar en el interior de la 
elipse, puesto que entonces solo toca a la elipse en el punto P y es la tangente. De la 
figura 13 deducimos que 

IIF^H + ||PP 2 || = IIF.PH + ||PP 2 || = ||F,F' 2 || < WF.P'W + ||P'F' 2 ||, 

en donde la ultima desigualdad es debida a la desigualdad triangular. Entonces HFjP'H 
+ ||P'F 2 || >2a y P' esta siempre fuera de la elipse, que era lo que queriamos demostrar. 
La otra bisectriz es precisamente la normal a la elipse en el punto P. ■ 

La proposicion 2 expresa una propiedad de las elipses que puede considerarse 
como «el secreto del salon ovalado» (ver Cuentos con cuentas, M. de Guzman, 
Editorial Labor). En un salon en forma de elipse, el sonido emitido por una persona 
colocada en uno de sus focos F y se refleja en sus paredes pasando siempre por el otro 
foco F 2 , de manera que un sonido en F x puede ser perfectamente audible en F 2 e 
irreconocible en cualquier otra parte del salon. 



Para la hiperbola se tiene una proposicion semejante a la 2, que se deja como 
ejercicio. 

Proposici6n 3 

La tangente y la normal a una hiperbola en un punto P de ella misma son las 
bisectrices de las rectas que unen P con cada uno de los focos. 


Para la tangnte y la normal a una parabola se tiene la siguiente proposicion. 

Proposicion 4 

La tangente y la normal a una parabola en un punto P son las bisectrices de 
la normal a la directriz por P y la recta que une el punto con el foco F. 
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Demostracion. Si r es la bisectriz de las rectas d y PF y P' es cualquier otro punto 
de /, de la figura 14 se deduce que 

\\P'F\\ = \\FA\\>d(P',D 

y, por tanto, P' esta en el exterior de la parabola. ■ 



F 

Figura 14 


La proposicion 4 expresa la propiedad de los espejos paraboiicos de que todo rayo 
de luz procedente del infinito se refieja en su superficie interior pasando por el foco. 
Reciprocamente, cualquier foco de luz situado en el foco de un espejo parabolico (de 
revolucion) produce un haz de rayos paraielos. Los faros de los coches tienen una 
forma que se aproxima a la de los espejos parabolicos. 
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Los elementos principales de una parabola se describen en la figura adjunta. 
Observar que 

2 d(F, V) = d(F, l ) 

ya que para el punto V se tiene que 


d(F, V) = d{V, l) 



v = vertice F = foco / = directriz 


EJERCICIOS (SECCIONES 1 1.2, 1 1.3 Y 1 1.4) 

1. La figura muestra lo que ocurre si fijamos un vertice V u un foco contiguo de 
una elipse y variamos e (excentricidad). Hallar, en funcion de e (0 g e < 1), la posicion 
del centro, del otro vertice y la longitud del semieje b. 



2. La misma pregunta que en el problema anterior para una familia de hiperbolas, 1 
<£<oo, calculando la posicion de las asintotas. 
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3. Dada una circunferencia de centro C y radio r y un punto A exterior a ella, se 
considera cualquier recta s que pase por A y corte a la circunferencia como en la 
ftgura. Demostrar que \\AP\\\\AP'\\ — \\A^\\—r 2 . 




Nota. \\AP\\ \\A P'|| se denomina potencia del punto A respecto de la 
circunferencia dada. E1 ejercicio 1 demuestra que ||/1P|| ||Ar'|| no depende de la 
recta s. 


11.5. ECUACIONES DE LAS CONICAS EN UN SISTEMA 
DE COORDENADAS CARTESIANO 

Es conocido que la ecuacion de una circunferencia de centro el origen y radio r es 

x 2 + y 2 — r 2 (1) 



Poniendo la primera de las raices en el primer termino y elevando el cuadrado se tiene 

Aa 1 + x 2 + 2 cx + c 2 + y 2 — 4 a^/(x + c ) 2 + y 2 = x 2 — 2 cx + c 2 +y 2 
que una vez simplificado nos permite obtener 

a 2 + cx = a^/ix + c) 2 + y 2 
Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene 

u 4 + lcxa 2 + c 2 x 2 = a 2 x 2 + 2 a 2 cx + a 2 c 2 + a 2 y 2 . 

Teniendo en cuenta que b 2 = a 2 -c 2 obtenemos 

a 2 b 2 = b 2 x 2 + a 2 y 2 . 


mientras que si su centro esta en el punto C = (c 1( c 2 ) su ecuacion es 


que puede escribirse de la forma 


(x-Cif+iy-c^f^r 2 




Tratemos de hallar ahora la ecuacion de una elipse de semieje principal (o mayor) a 
y los focos situados en los puntos (c, 0) y ( — c, 0) con a>c. Utilizando la proposicion 1 
de la seccion 11.3 tenemos 



( 2 ) 


Si la elipse tiene su centro en el punto (c 1( c 2 ) y sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados su ecuacion es 


(x-c x ) 2 (y — c 2 ) 2 
a 2 b 2 
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Para hallar la ecuacion de una hiperbola de semieje mayor a y focos en los puntos 
( — c, 0) y (c, 0) se procede como en el caso anterior, mediante la utilizacion de la 
proposicion 2 de la seccion 11.3: 

± 2a = || PF 2 1| - 1| PF, || = J(x^ c ) 2 + y 2 - J(x + c) 2 + y 2 




V 1 



f 

P 

JR 


n 

l . 

F J I / 

Wo| 

1 F 2 = 

= (C, 0) 


/ = V 

a 1 b 2 

Por tanto, 

4a 2 ± 4a^/(x + c) 1 + y 2 + (x + c) 2 + y 2 = (x — c) 2 + y 2 
que simplificando nos permite obtener 

a 2 + xc=± ay/(x + c) 2 + y 2 . 

Elevando de nuevo al cuadrado y teniendo en cuenta que b 2 = c 2 — a 2 se obtiene 

$ 4-1 . 3 ) 

Si la elipse tiene su centro en el punto (c ls c 2 ) y sus ejes son paralelos a los ejes 
coordenados su ecuacion es 

(x-cO 2 (y-c 2 ) 2 

' »-7 1 



* * * 
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y 2 x 2 

Observacion. Si la elipse tiene los focos en el eje 0 Y, su ecuacion es — - + — = 1 

a 2 b 2 


y 2 x 2 

con a>b, y si se trata de una hiperbola su ecuacion es — — -=1. 

ar b 2 


La ecuacion de una parabola de directriz x = — ^ y foco en el punto oj se 
obtiene de la proposicion 1 de la seccion 11.4: 


|J*I- /(* — ) +y 2 =d(P,d)=x+ p - 



Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene 

y 2 = 2px 


( 4 ) 



* * * 


Las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) reciben el nombre d e forma canonica de la conica 
correspondiente y es conveniente observar que en la forma canonica el eje principal 
coincide con el eje OX. 
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Casos mas complicados se presentan cuando los ejes de la conica no son paralelos a 
los ejes cartesianos; para familiarizar al lector con las ecuaciones de tales objetos 
realizamos algunos ejemplos, advirtiendole que conviene intentar su realizacion antes 
de mirar la solucion. 

Ejemplo A. Encontrar la ecuacion de la parabola de foco (^/2, v /2) y directriz 
x = — y. Si P = (x, y) es un punto de la parabola se ha de tener 



Elevando al cuadrado se obtiene 

x 2 - 2xf2 + 2 + y 2 - 2yfl + 2 = (x 2 + 2xy + y 2 )/2 

o bien 

x 2 + y 2 — 2 xy — 4^/2x — dfly + 8 = 0 

* * * 

EJEMPLO B. Encontrar la ecuacidn de la elipse de focos (0, 1) y (— 1, 2) y semieje 
mayor a = fl. Si F = (x, >j es un punto de la elipse se tiene 

2 v /2 = v /(x+ l) 2 +(y — 2) 2 + ^/(x — 0) 2 +(y — l) 2 
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Elevando al cuadrado y simplificando adecuadamente se obtiene 


8 + 2x-4y+l +4-4^2 J(x+l) 2 + (y-2) 2 =-2y+l 


o bien 


-y + 6 = 2f2f(x+l) 2 +(y-2) 2 


Elevando de nuevo al cuadrado se obtiene 


x 2 +y 2 + 36 — 2xy+ 12x— 12y = 8[x 2 + 2x+ 1 +y 2 — 4y + 4] 


que es equivalente a 


7x 2 + 7_y 2 + 2xy + 4x — 20y — 4 = 0 


Ejemplo C. Encontrar la ecuacion de la hiperbola de directriz 2x — y + 3 = 0, foco 
en el punto (3, —1) y excentricidad e = 3. 



/(x-3) 2 + (y+l) 2 = ||FF||=3d(F, d) = 3 


|2x — y + 3| 


es la ecuacion pedida. Elevando al cuadrado obtenemos 


x 2 — 6x + 9 + y 2 + 2y + 1 = - [4x 2 + y 2 + 9 — 4xy + 1 2x — 6y] 
3 lx 2 + 4y 2 - 36xy + 1 38x - 64y + 3 1 = 0 


EJEMPLO D. Encontrar la ecuacion de la parabola de foco (1, 5) y vertice 
(2, 2). La directriz es una recta perpendicular al eje de la parabola (este eje pasa por 
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el foco y el vertice) y cuya distancia del vertice coincide con la distancia del vertice al 
foco. E1 eje de la parabola tiene por ecuacion 


o bien 


y-2= 


5-2 
\ — 2 


(x-2) 


3x + y — 8=0 
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Elevando al cuadrado y simplificando se obtiene 

1 0[x 2 - 2x + 1 + .v 2 - 1 0y + 25] = x 2 + 9y 2 + 36- 6 xy - 12x + 36y 

o bien 

9x 2 + y 2 + 6 xy - 8x - 1 36y + 224 = 0 

* * * 

Observar que cuando el eje de la seccion conica esta girado con respecto a los ejes 
coordenados, en la ecuacion de la conica siempre aparece un termino de la forma xy. 

EJERCICIOS 11.5 

1. Considerar la elipse y la circunferencia que se indican en la figura adjunta. Si por 
cualquier punto S del eje Ox se traza una paralela al eje Oy que corta a la elipse en el punto P y 

a la circunferencia en P\ demostrar aue =- 

IIPSII b 




2. Escribir las ecuaciones de las parabolas de foco (2, —1), que pasan por (2, 2) y 
tienen el eje en la direccion del eje Ox. 

3. Escribir la ecuacion de la hiperbola con un foco en (2, — 1) y asintotas x = 0, 3x 
— 4y = 0. 

4. Escribir la ecuacion de la elipse con vertices ( — 1, 2) y ( — 7, 2), y eje menor 2b = 2. 

5. Escribir la ecuacion de la hiperbola con asintotas y= + 2x — 1 y un foco en (3, — 1). 

6. Escribir la ecuacion de la elipse con un vertice en (—1, 1), centro en (3, —1) y 
excentricidad 1/2. 
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11.6. DETERMINACION DE LAS CONICAS 

Hemos visto en los ejemplos de la seccion precedente que las ecuaciones de las 
conicas que alli se obtuvieron vienen dadas mediante polinomios de segundo grado en 
dos variables. Esto es cierto para cualquier conica y para demostrarlo utilizaremos el 
hecho de que toda conica no degenerada es el lugar geometrico de los puntos P que 
satisfacen || pf || = sd(P, l ), donde F es el foco y / la directriz (ver seccion 1 1 .4). Sea F=(c ly c 2 ) 
y l: ax + by + c = 0. La igualdad \\PF\\=ed(P, l) se transforma en 

\ax + by + c\ 

= s 

donde P=(x, y). Elevando al cuadrado y multiplicando por a 2 + b 2 se obtiene 

(a 2 + b 2 )(x — c 1 ) 2 + (a 2 + b 2 )(y - c 2 ) 2 = £ 2 [ax + by 4- c] 2 . 

Despues de efectuar las operaciones indicadas en la formula anterior y de agrupar los 
terminos adecuadamente se obtiene: 

Ax 2 + By 2 + Cxy + Dx+ Ey + F = 0 (1) 

donde 

A = a 2 + b 2 — s 2 a 2 , B = a 2 + b 2 —e 2 b 2 , C=—2e 2 ab 
D= — 2c 2 (a 2 + b 2 )— 2e 2 ac, E= —2c 2 (a 2 + b 2 ) — 2e 2 bc 
F = (a 2 + h 2 )[c 2 + c 2 ] — e 2 c 2 

La igualdad (1) sera denominada ecuacion general de una conica y muestra que 
toda conica es una expresion polinomica de segundo grado en dos variables. 

Para determinar una circunferencia es necesario conocer tres puntos de ella. Para 
determinar una conica es necesario conocer mas de tres puntos puesto que la ecuacion 
(1) posee seis incognitas A, B, C, D, E y F. Dividiendo entre A se obtiene una ecuacion 
de la forma 

x 2 + B'y 2 + C’xy + D'x + E'y + F' = 0 

y, por tanto, solo tenemos cinco incognitas. En efecto, este es el numero maximo de 
puntos que se necesitan para determinar una conica no degenerada. E1 primer 
matematico que probo este resultado fue Blaise Pascal. En 1639, a sus diecises anos, B. 
Pascal (1623-1662) logro demostrar el siguiente teorema: 

Teorema 1 

Sean / 1( / 2 , / 3 , / 4 , / 5 , / 6 los lados de un «hexagono» cualquiera inscrito en una conica 
arbitraria (una elipse en la figura 1 o una hiperbola en la figura 2). Entonces, los tres 
puntos de interseccion de cada dos lados opuestos / t / 4 , / 2 / 5 y / 3 / 6 estan situados sobre 
una recta, llamada recta de Pascal. 
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Figura 1 Figura 2 

E1 teorema de Pascal puede utilizarse para demostrar que cinco puntos son 
suficientes para determinar una conica. En efecto, supongamos que conoccmos cinco 
puntos de un plano como en la figura 3. Trazamos las rectas que unen estos puntos en 
orden ciclico, como en la figura 3. 
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E1 punto A de interseccion de /, y / 4 es un punto de la recta de Pascal de esta 
conica. Tomando una recta cualquiera que pase por A se obtienen B y C como los 
puntos de interseccion de esta recta con / 2 y / 3 . Por B se traza una recta que pasa por 5 
y por C se traza otra recta que pasa por 1; el punto de interseccion de estas dos rectas 
es un punto (6) de la conica. Nuevos puntos de la conica se obtienen tomando 
diferentes rectas que pasen por A. 

E1 teorema de Pascal puede demostrarse utilizando el denominado «principio de 
dualidad», que para que nos entendamos puede enunciarse en este contexto diciendo 
que si se intercambian «puntos» por «rectas», «cortar dos rectas» por «unir dos 
puntos» y «puntos de la conica» por «tangentes a la conica» todo teorema cierto se 
convierte en otro teorema cierto. Con la ayuda de este principio, Brianchon (1785- 
1864) demostro en 1806 el teorema de Pascal. La demostracion de Brianchon se 
encuentra elegantemente expuesta en el libro Mirar y ver, de M. de Guzman (Ed. 
Alhambra). 


11.7. DETERMINACION DEL TIPO DE UNA CONICA 

La ecuacion general de una conica, que se obtuvo en (1) de la seccion 11.6, la 
escribimos de la forma 

a u x 2 + a l2 xy + a 2 2 y 2 + a 1 x + a 2 y + a = 0 (1) 

Nos preguntamos ahora si toda ecuacion de la forma (1) representa una conica y en 
caso de que la represente de que tipo de conica se trata. La observacion fundamental 
se hizo ya en la seccion 1 1.5 y es que las conicas que tienen sus ejes paralelos a los ejes 
coordenados no poseen el termino xy, y que los terminos en x y en y pueden 
facilmente eliminarse mediante traslaciones. 

Los terminos a n x 2 +a 12 xy + a 22 y 2 se denominan parte principal de (1) y pueden 
escribirse de la forma 


a xl x 2 +a 12 xy + a 22 y 2 =(x, y) 


Yf 


«12 \ 



= {x, y)A 



( 2 ) 


como puede comprobarse facilmente. 

Para eliminar el termino xy en (2) procedemos de la siguiente manera: la matriz A 
es una matriz (real) simetrica; en el capitulo 8 se demostro que A puede diagonalizarse 
mediante un cambio de base ortonormal y que sus autovalores son reales. Sea C la 
matriz de cambio de base; puesto que C transforma una base ortonormal (la canonica) 
en otra base ortonormal debe ser una matriz ortogonal; como las unicas matrices 


ortogonales en [R 2 son los giros y las simetrias, si imponemos, ademas, que la nueva 
base conserve la orientacion, C debe ser un giro. 

Si (x u yj son las nuevas coordenadas se tiene 



y puesto que C' = C 1 (puesto que C es ortogonal) (2) puede escribirse de la forma 


(x, y)A 



=(x u 


yi)c 



=(x u y i) 


'2! 

0 



= 2 2 xf + A 2 x 2 


donde Aj y X 2 son los autovalores de A. Hemos logrado, pues, eliminar el termino xy 
mediante un giro de los ejes coordenados. 

La ecuacion (1) se transforma ahora en 


+ X 2 xl + b 1 x 1 +b 2 x 2 + b = 0 (3) 

Antes de realizar ejemplos pasamos a estudiar los posibles casos que pueden 
presentarse en (3). 


Caso I. 6 = |A| = /l,2 2 >0 

En este caso los autovalores 2,, 2 2 tienen el mismo signo y siempre podemos 
tomarlos positivos en (3) y 2,<2 2 . Puesto que (3) puede escribirse de la forma 


. 6, Y / b 2 \ 2 b\ b 2 

+li y‘ + 2ii) -*r 1 +b=(> - 


la traslacion dada por 


x 2 = x , + 


bi 
1 ' r 22 1 
b 2 


y 2 =yi + 


22 , 


transforma la conica en 


x l yj 

1/2, l/2 2 



J 
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donde c= +— — b. Puesto que siempre podemos tomar 2 2 ^2!>0 (en caso de que j 

sean negativos se cambian ambos de signo en (3)) hemos de tener 1/Aj > 1 /X 2 y, por 
tanto, la ecuacion anterior es la de una elipse con los focos en el eje Ox 2 si c>0. 

Si c = 0 se obtiene un punto y si c<0 no se obtiene nada real puesto que la / 

igualdad anterior es imposible. 

En este caso la conica se dice que es de tipo eliptico. 


Caso II. 6 = \A\ = X x k 2 <0 

En este caso X x y X 2 tienen distinto signo y, por tanto, siempre podemos tomar X x 
>0, X 2 <0. Mediante una traslacion como en el caso I, la ecuacion (3) se transforma en 

X x x\ + X 2 y\ = c 

Si c#0, se tiene una hiperbola; si c = 0, se tiene 




En este caso la conica se dice que es de tipo hiperbdlico. 


CASO III. d = \A\=X x X 2 = 0 

En este caso siempre podemos tomar X x =0, A 2 /0 (observad que los dos autovalo- 
res no pueden ser nulos a la vez, ya que entonces /1=0). Por tanto, mediante un giro 
adecuado, (3) se transforma en 

X 2 y\ + b x x x + b 2 y x + b =0. ^ 


Si b x + 0, (4) puede escribirse de la forma 

x 2 (yi+^f-) +b l (x 1 +— 


bl 


b i 4X 2 bi 


= 0 


y, por tanto, la traslacion 


X 2 = X, +-. 


b b\ 


y 2 =y i + 


1 b x 4 X 2 b x 
b 2 


2/L 


... 2 b x 

nos permite escribir y 2 = — — x 2 , que representa a una parabola con el 


X 


direccion de x->. 



Si b x = 0, (4) puede escribise de la forma 


22 , 


x 2 y l+ ^ +b -^= o 


4X 2 


y, por tanto, la traslacion 


x, = x. 


y 2 y i + 


22 , 


la transforma en y\=——, donde c = b Si — ; > 0, y 2 = ± I 

/■2 4/ 2 k 2 k 2 

c c 

dos rectas paralelas, si — y~ = 0 se obtiene un punto, y si <0 se 

X 2 X 2 

conjunto vacio. 


En este caso la conica se dice de tipo parabdlico. 


foco en la 


representa 
obtiene el 


* * * 
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A continuacion realizamos varios ejemplos en los que dada una ecuacion polinomi- 
ca de segundo grado en dos variables, tratamos de identificarla y de encontrar sus 
elementos geometricos: ejes, focos, vertices, asintotas, etc. De ahora en adelante cada 
vez que pidamos estudiar una seccion cdnica , nos referiremos a encontrar todos sus 
elementos geometricos, asi como indicar su tipo y escribirla en forma canonica. 

EJEMPLO A. Estudiar la seccidn cdnica 3x 2 — 2xy+3y 2 + 2x — 4y+ 1 =0. Puesto 
/3 -1\ 

que = ( j ^ )’ l-^l = 8 >■ 0 y, por tanto, es una seccion de tipo eliptico. Los 
autovalores de A son las soluciones de la ecuacion 

0= 3 ~ A _1 =(3 — A) 2 — 1 = A 2 — 6A + 8=(1 — 4)(A — 2); 

— 1 3 X 

podemos elegir Xy—2, X 2 = 4 para que tengamos 

Tratamos ahora de encontrar los nuevos ejes de manera que el termino — 2x_y 
desaparezca. 

ker(zl — 2/): 



ker (A — 4I): 
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Elegimos estos ejes como nuevo sistema de coordenadas, de manera que la matriz C 
del cambio de base es 


1 1 

j2 


1 1 

V2 V2 


_ / 1 1 \ /— 1 1 \ 
ya que iq = —=, —= , u 2 = [ —= . Asi pues, tenemos 

V2 J2) \J2 J2) 


o bien 


1 1 


X \_ \^2 y/2 /x 1 \ 1 / 1 — l\/x x 

y/ L _L U/ ,/2V 1 Av. 

\ V2 Ji 


1 1 

y=— (xj+yJ 
V2 v’"2 


Sustituyendo en la ecuacion dada se obtiene 


3 , 3 

2^1 — ^i) — ( x i — TiK^i ++i)+ V*i +yi) 2 + 

+ 2 v (x i — l'i) — 4— y=(xj + y t ) + 1 = 0 

v/2 V^ 


que simplificando se transforma en 


„ - , , 2 6 

2x? + 4 y\ -=Xi - yi + l=0. 

V2 V2 

Puesto que esta igualdad puede escribirse de la forma 


J 1 V ( 3 V 2 9 
V Zj2j \ 4j2) 8 8 


2 
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Puesto que la directriz ha de ser paralela al eje secundario, su ecuacion sera de la 
forma x + y + k = 0, donde 


4^2 


= d(V, directriz) = 


31 

T 


1 

+ 


1 

4 


42 

T + ‘ 





11 

T 


= 5 


La recta x + y + 


11 

2 


= 0 es la directriz, ya que la recta x + y + 5 = 0 corta al eje principal 


en 


x + y + 5 — 0 

*->+r° 


O X= — 


15 

T 


30 

¥ 


y= - 


10 

¥ 
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11.8. INVARIANTES DE LAS CONICAS Y REDUCCION 
A SU FORMA CANONICA 


Una ecuacion de segundo grado en las variables x e y puede escribirse de la forma 


/fln 

a u x 2 + a 12 xy + a 22 y 2 + a l x + a 2 y + a = (x, y, 1)1 ° 12 



«12 

«22 

«2 

2 


a l 


( 1 ) 


como puede comprobarse facilmente. Una expresion de este tipo igualada a cero sera 
denominada una curva de segundo grado. 


Definicion 1 

Se denominan invariantes de una curva de segundo grado a cualquier 
expresion formada por los coeiicientes de su ecuacion que no varia al cambiar de 
un sistema de coordenadas a otro mediante un giro o una traslacion. 


Teorema 2 


Son invariantes de la curva dada en (1) los siguientes: 


1. S = fl n +fl 2 


2. <5 = 


‘12 


3. A = 


*12 


12 


a , 


a 


2 ” 22 2 
«i «2 

t y 


a 


Derpostracion. Comenzamos demostrando que s, <5 y A quedan invariantes me- 
diante traslaciones; una traslacion de la forma 



transforma (1) en 


y, por tanto, pasa por el foco. 


a j i (x' + a) 2 + a , 2 (x' + tx)(y' + P) + a 22 (y' + /?) 2 + a ^x' + a) + a 2 (y' + 0) + a = 

= «n [x'] 2 + a j 2 x'/ + a 22 [y'] 2 + (2a 11 a + a 12 p + a 1 )x'+(2a 22 p + a 12 cc + a 2 )y' + 
+ (a 11 a 2 + a 12 a/i + a 22 /I 2 + a 1 a + a 2 /? + a). 
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Como los coeficientes de los terminos principales no han cambiado, s y S son 
invariantes mediante traslaciones. Observar que 

^ /• 

la^x + a^f + a^ = — (a, /) 
ox 

^ f 

2a 2 2p + a l2 a + a 2 = y( a > ^ 

a 1 )L X 2 + a l2 af + a 12 f ) 2 + a x a + a 2 f + a=f(x, f) 

donde/(x, y) es la expresion cuadratica dada en (1); por tanto, mediante la traslacion 
dada, (1) se transforma en 

an[x'] 2 + a 12 xy + a 22 [y'] 2 + ^(a, /?)x' + ^(a, fl)y' +/(a, /). (2) 


Para (2) el determinante A es 



an 

«12 

2 



«n 

«12 

T 

. «12 -J «1 

«n a + y-0+y 

A = 

«n 

2 

«22 

1 c/ „ 

»/(«. P) 

2 cy 

= 

«12 

2 

«22 

o «12 «2 

« 22 /*+-y a +y 



1 cP „ 

/(«. P) 


. «12 / 51 «! 

«„«+ T <l+y 

0 , ^ 12 , a 2 
«22)5 + — 0! + y 

/(«, P) 



«u 

«12 

~T 

, « 12 „ «1 
« n a + _ yp + y 


«u 

«12 

2 

«i 

2 

>■= 

K> 

«22 

n , «!2 . «2 

« 22 ^ + “ y a + v 

= 

«12 

2 

«22 

«2 

2 


«i 

2 

«2 

2 

«1 «2 „ 

— 2 + ^/ + a 

2 2 


«i 

2 

«2 

2 

a 


fb Cual prueba el resultado deseado. ( Nota : el lector no tendra dificultad en encontrar 
los factores por los que se han multiplicado las filas y columnas de las matrices 
anteriores para llegar al resultado final.) 

Supongamos ahora que hemos realizado un giro de la forma 

' /x\ c /*'\_/cos</> — sen (p\/ x'\ 

/// \sen (p cos (p)\y'J 

i, 

r. 
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la parte principal de la conica se transforma en 

(x, y)xQ=(x', /)CMcQ = (x', y')C~ l 
a\ ! [x'] 2 + a\ 2 x'y' + a' 22 [y'] 2 

Por tanto, s = a n +a 22 = trazaM) = traza(C“MC) = a' 11 + a' 22 (ver problema 2 de la 
seccion 7.6 del capitulo 7) y 




lo cual prueba que s y S permanecen invariantes mediante un giro. 
Para demostrar que A es invariante observamos que 
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Por tanto, 

x 2 + + 2y 2 +2x + 5y~3 = (x + y+ 3)(x + 2y — 1) 

* * * 

EjEMPLO C. Determinar el tipo de la curva x 2 +4xy + 4y 2 — 2x — \y — 3 =0 y 
reducirla a su forma canonica si es posible. 

1 2 
2 4 

Se trata de una curva de tipo parabolico degenerada: dos rectas paralelas, concurrentes 
o un punto. Procediendo como en el ejemplo B, se obtiene: 

x 2 + 4 xy + 4 y 2 — 2x — 4y — 3 = (x + 2y — 3)(x + 2y + 1 ) 

y se trata, por tanto, de dos rectas paralelas. 


6 = 


12-1 12-1 
= 4-4 = 0 ; A= 2 4 -2 = 0 0 0 =0 

-1 -2 -3 -1 -2 -3 


11.9. DETERMINACION DEL CENTRO Y DE LOS EJES 
PRINCIPALES DE UNA CONICA CON CENTRO 

Supongamos que 

/(x, y) = a^x 2 + a l2 xy + a 22 y 2 + a^x + a 2 y + a = 0 (1) 

representa una conica no degenerada (es decir, A#0) y que tiene centro (es decir, es 
una elipse o una hiperbola y, por tanto <5#0). Las definiciones de A y S se dieron en el 
teorema 2 de la seccion 11.8. 

En la seccion 1 1.8 se ha descrito un metodo para obtener la forma canonica de una 
conica sin necesidad de realizar un giro y una traslacion; este metodo es rapido en 
cuanto a la obtencion de la forma canonica, pero no permite calcular los ejes de la 
conica. En esta seccion expondremos un metodo para calculr los ejes de una conica 
con centro. 

Un vector director de los ejes es cualquier autovector de la matriz 




en un sistema de coordenadas en la direccion de los nuevos ejes y que se corten en su 
centro. Observar que y 2 es el eje principal, mientras que x 2 es el eje secundario. 



La grafica de esta hiperbola se representa en la figura adjunta. 
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Puesto que se trata de una hiperbola equilatera sus asintotas son las bisectrices de 
sus ejes y, por tanto, forman un angulo de 45° con ellos. Si ct y /f son los angulos de la 
figura se tiene que 

1-tgatg/i 2 + ^2 2 

que es la pendiente de una de las asintotas; su ecuacion es 


5 r ( 1 

y-T=( 1-^/2) x-- 


La otra asintota es perpendicular a esta y, por tanto, su ecuacion es 


5 r ( 1 

y-- = (!+ v /2) x-- 


Observacion. Las asintotas de una hiperbola tambien pueden hallarse median- 
te procedimientos de calculo; basta observar que las asintotas deben ser de ia forma 

y — -=mfx — (ya que pasan por el centro de la hiperbola) y que deben satisfacer 


2x + 4±./4x 2 + 16- 16x + 4x 2 — 24x — 12 


1 = lim 


l±y/2 


m 5 
mx — — + - 
2 2 
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Por tanto, m = 1 + v '2, que es el mismo resultado que habiamos obtenido 
anteriormente. 

* * * 


11.10. DETERMINACION DEL VERTICE Y DEL EJE 
DE UNA PARABOLA 


Supongamos que la ecuacion 

f{x, y) = a 11 x 2 + a 12 ;>cj’ + a 22 y 2 + a 1 x + a 2 .y + a = 0 (1) 

determina una parabola, es decir A#0, (5 = 0. E1 eje de la parabola tiene como vector 
director cualquier autovector correspondiente a 2 , = 0; si /c, es la pendiente de este eje, 
solo es necesario conocer el vertice de la parabola para determinar su ecuacion. 

Para determinar el vertice observamos que el eje y 2 es tangente a la parabola en el 
vertice. La pendiente de la tangente a la parabola en un punto viene dada por 


Sf df , 

— + — y 
5x 5y 




Por tanto, el vertice ha de satisfacer 



K 

5x 

w 

5y 


( 2 ) 


Como el vertice debe estar en la parabola ha de satisfacer 


f(x, y) = 0 


( 3 ) 


522 


Algebra y Geometria 


Las ecuaciones (2) y (3) forman un sistema de dos ecuaciones con dos incognitas que 
permite determinar el vertice. 

EjEMPLO A. Determinar el vertice y el eje de la parabola x 2 — 2xy + y 2 + Ax — 6y + 1 
= 0 (ejemplo B de la seccion 11.7). 

. . . . . . . ( 1 - 1 \ 


Puede comprobarse que <5 = 0 y A#0 y los autovalores de 
/. 2 = 2. Un autovector correspondiente a =0 es 


1 1 


son =0, 


1 -l\(x\ /0 


1 1 \y V0 


x = y ; n*j =(1, 1) 


La pendiente de la tangente a la parabola en el vertice es /c t = 1. Derivando implicita- 
mente en la ecuacion de la parabola obtenemos 


(2x — 2y + 4) + ( — 2x + 2y — 6)y' = 0 


por tanto, 


2x — 2y + 4 
— 2x + 2y — 6 


= — 1 => 2x — 2y + 4 = — 2x + 2y — 6 


2x — 2y + 5 = 0. 


E1 vertice es la interseccion de esta recta con la parabola; como x=y—~, tenemos 


2 y-- y + y 2 + 4 y-- -6y+l=0, 


11 31 , . ( 31 11\ . 

de donde se deduce que y= — — , x= — — . E1 eje pasa por I — — , — — I y tiene de 

pendiente 1: es la recta dada en (4). 


EJERCICIOS (SECCIONES 11.7, 11.8, 11.9 y 11.10) 

En los siguientes ejercicios hacer un estudio lo mas detallado posible (es decir, 
indicar el tipo, forma canonica, centro, ejes, ..., y hacer un esquema) de las siguientes 
conicas: 

1. x 2 +y 2 + 2xy — 7x— 5y + 7 = 0 

2 . 2x — 2x 2 + y 2 + 4xy— 1 =0 

3 . x 2 + y 2 + 4x-4y-2xy = 5 
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4 . 2x 2 + y 2 + 2xy + 2x + 1 = 0 

5 . 8x 2 + 17y 2 + 12xy— 8x— 16y = 8 

6. x 2 + 4y 2 +4xy — 6x— 12y + 9 = 0 

7 . x 2 — y 2 + 2x + 6y = 1 3 

8 . x 2 — 2y 2 — xy + 2x + 5y— 3=0 

9. x 2 + y 2 + x— 1=0 

10 . 5y 2 + 5x 2 — 1 — 8xy + 4x — 2y = 0 

11 . y 2 — 4xy + 4x + 4x 2 — 2y + 3 = 0 

12 . Reducir la conica 3x 2 + 3y 2 — 2xy + 18x + 10y+ 19 = 0 a su forma canonica. Hallar 
los ejes, el centro y los focos de la conica correspondiente y dibujarla. 

13 . Indicar el tipo y poner en forma canonica la conica x 2 + y 2 + 2xy — 7x — 5y + 7 = 0. 

14 . Demostrar que las ecuaciones siguientes representan hiperbolas y encontrar sus 
asintotas: 

a) x 2 +4xy + y 2 = 7 

b) 1 lx 2 — 24xy + 4y 2 + 6x + 8y= - 15 

15 . Demostrar que las ecuaciones siguientes representan parabolas y encontrar su eje 
y su vertice: 

a) 16x 2 -24xy + 9y 2 -30x — 40y = 0 

b) 16x 2 — 24xy + 9y 2 — 30x — 40y = 5 

16 . Clasificar, para distintos valores de los parametros a, /?(a;/9 e IR), las conicas que 
admiten por ecuaciones 


xx 2 + 2 jSxy + ay 2 + (a + /i)(x + y) + 1 = 0 


BIOGRAFIAS 

Apolonio de Perga nacio en Perga (actualmente en Turquia) en el ano 262 a. de C. y 
murio en Alejandria (Egipto) alrededor del aflo 190 a. de C. Entre sus contemporaneos 
era conocido como «E1 Gran Geometra», cuyo tratado Conicas (sobre las secciones 
conicas) es uno de los mas impresionantes trabajos cientificos de las civilizaciones 
antiguas. Muchos de sus escritos se han perdido, aunque algunos de sus titulos y un 
breve resumen de su contenido se conservan debido a otros escritores, especialmente 
Pappus de Alejandria. 

En su juventud, Apolonio estudio en Alejandria, el centro del saber cientifico en su 
epoca, bajo discipulos de Euclides y mas tarde enseflo en la universidad de la misma 
ciudad. Visito Pergamo, capital del reino Heleno en la provincia de Anatolia, con 
motivo de la apertura de una universidad y una biblioteca similares a las de Alejan- 
dria. Fue en Pergamo donde escribio la primera edicion de las Cdnicas. 

Los cuatro primeros libros de las Cdnicas han llegado hasta nosotros en su lengua 
original (griego) y los tres siguientes traducidos al arabe. E1 libro octavo se ha perdido. 
E1 grado de originalidad de las Cdnicas puede juzgarse por el prefacio del tratado. De 
acuerdo con Apolonio los libros del 1 al 4 contienen un desarrollo sistematico de las 
principales propiedades de las conicas, muchas de las cuales eran conocidas por 
Euclides y Maneachmus. E1 resto de los libros conocidos son originales y se refieren a 
investigaciones sobre un problema particular. ^ 

Uno de los trabajos de Apolonio, Sobre espejos, cuya existencia es conocida a 
traves de otros escritores de la antigiiedad, demuestra que los rayos paralelos que se 
reflejan en un espejo esferico no pasan por el centro de la esfera, como se creia antes, y 
estudia las propiedades de los espejos parabolicos. En otro de sus trabajos, El metodo 
rapido, se asegura que Apolonio calculo limites mas cercanos al valor de n que 3 7 y 
3±f, que eran los calculados por Arquimedes. 

Baise Pascal nacio el 19 de junio de 1623 en Clermont-Ferrand (Francia) donde su 
padre era magistrado. Su madre murio en 1626 y desde entonces su padre, que era 
tambien bastante conocido como matematico, se dedico a la educacion de sus hijos, 
Blaise y Jaqueline. Jaqueline mostro un talento precoz en el terreno literario y Blaise 
en el de las matematicas. En 1640 publico un trabajo sobre las secciones conicas, 
Essai pour les coniques que desperto la envidia de personajes tan famosos como Rene 
Descartes (1596-1650), quien nunca pudo creer que aquel trabajo fuera obra de un 
joven. 
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Su genio brillo a gran altura en otros campos; asento los fundamentos de la 
moderna teoria del calculo de probabilidades, tal como se conoce actualmente; 
alrededor de 1646 comenzo a interesarse por los principios de la hidrostatica, la 
presion atmosferica y el vacio, realizando experimentos que confirmaron las teorias de 
Galileo y Torricelli en estos campos. 

En 1639 su padre fue nombrado administrador en Roven. Entre 1642 y 1644 B. 
Pascal penso y construyo una maquina para ayudar a su padre en el calculo de los 
impuestos. Esta maquina fue considerada por los contemporaneos de Pascal como su 
mayor legado para la posteridad; de hecho, esta maquina puede ser considerada como 
el primer calculador digital. 

Sin embargo, Pascal se hizo tambien famoso como filosofo de la religion y como 
escritor, ocupando asi un lugar unico en la historia del pensamiento. En 1646 Pascal 
comenzo a interesarse por la religion, como consecuencia de una larga enfermedad de 
su padre. En 1654, despues de una honda experiencia religiosa, que el llamo su «noche 
de fuego» decidio dedicarse enteramente a una vida de oracion. Sus obras mas 
importantes en este aspecto son Las cortes provinciales, de gran influencia en su 
tiempo, y sobre todo los fragmentos hallados a su muerte de la gran obra que 
planeaba en forma de una «Apologia de la Religion Cristiana». 


CAPITULO 12 

FORMAS BILINEALES 
Y CUADRATICAS 


12.1. Definiciones 

12.2. Formas bilineales y cuadraticas en un espacio euclideo 

12.3. Ley de inercia de las formas cuadraticas 

12.4. Formas cuadraticas definidas. Puntos criticos de funciones de varias 
variables 

12.5. Diagonalizacon simultanea de formas cuadraticas 


12.1. DEFINICIONES 

En el capitulo anterior hemos estudiado las curvas de segundo grado; la parte 
principal de estas cuevas puede escribirse de la forma 


P{x, y) = (x, y)A 


donde A es una matriz simetrica de orden 2; utilizando el producto escalar usual en 
R 2 , la expresion anterior puede escribirse de la forma 


, fx\ / x 

y)= M 


( 1 ) 


con (x, y)elR 2 La generalizacion de la expresion (1) a IR" puede escribirse de la forma 


P(x) = 


jx i\ 


( X 1 \ \ 


1’ A 


\\ x "l 


U- / 


( 2 ) 
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DEFINICI6N 1 ( Forma bilineal) 

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K( = Ro C); una aplicacion A: V 
x Vi—>K tal que A(x , y) es iineal en la variable x , dejando jf fija, y A(x , y ) es 
lineal en la segunda variable f, dejando x fija, recibe el nombre de forma bilineal. 


De la definicion 1 se deduce que A es una forma bilineal si y solo si se satisfacen las 
siguientes propiedades: 


a) Afc+Zi, 7) = A(Z lt J) + A(Z 2 ,J) , x u x 2 ,ye V 

b) A(olx, f ) = a,4(x, y) , aelK, x, feV 

c) A( x, y x +y 2 ) = A(x, y 1 ) + A(x, y 2 ) , x, y 2 eV 

d) A(x, py) = pA(x, f) , peK,x,yeV 


Ejemplo A. Si V es un espacio vectorial de dimension n sobre un cuerpo IK y 
f ej , ..., ~e„} es una base de V, la aplicacion 

n n 

Mx, y)= Z Z a ‘j x A'j 

i= 1 j= 1 

n n 

donde a u e K, i,j = l, .... n, x= £ x j?j 6 v e y= Z 3/*} e V ’ es una forma bilineal 

J=i J=i 

como puede comprobarse facilmente. 


EJEMPLO B. En un espacio euclideo E con producto escalar (,) la aplicacion 

a(x, y)=(x, y) 

es una forma bilineal, ya que el producto escalar es lineal en las variables x e y. De 
forma mas general, si sd es una aplicacion lineal de E en E, la aplicacion 

A(x, y) = (x, s/y) 

es una forma bilineal. 



* * * 
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Sea A una forma bilineal en un espacio vectorial V y sea {ej, ..., ~e„} una base de V; 

n n 

si x= Yj Xi~ejeV e y= £ yi?j e V de la definicion de forma bilineal se deduce que 

•=i j=i 

A(x, y) = A[ £ x i?i, Z J/ej J = Z Z x iyj A (e i ,e'j) 

\i=l i= 1 / i= 1 J=1 

Los «numeros» a u = A(e h ej) forman una matriz cuadrada 

«11 «12 «ln 

«21 «22 «2n 

«nl «n2 "' «nn 

que recibe el nombre de matriz de la forma bilineal A en la base {e*, ~e n }. 

Nos preguntamos ahora como varia la matriz de una forma bilineal al cambiar de 
base. Sea A(a^)” ;=1 la matriz de una forma bilineal A con respecto a la base {~e u 
y B = (bij)l j= , la matriz de A respecto de la base {uj, ..., u*„}; si C = (C y )" ;= t es la matriz 
del cambio de base de la antigua a la nueva, es decir: 

«i = Ci,e' 1 + "' + c„ie„ 

i=l, 2, ..., n, tenemos que 

bij=A(Ui, Uj) = A(c u e j + --- + c ni e„, c u ej + ■■■ + c nj ~e n ) = 

n n n / n 

= X C ki c lj^( e b e l) = X C ki a kl C lj = X C fci( X a kl c lj 

k,l= 1 k,l= 1 k= 1 \l=l 

n 

La expresion £ a ki c ij es el termino que ocupa el lugar (k,j) de la matriz AC y, por 

i = i 

tanto, la ultima expresion de la derecha es el termino que ocupa el lugar (i,j) de la 
matriz C‘(AC). Por tanto, 

B = CAC 

que es la expresion del cambio de base buscada. 

Puesto que C es una matriz no degenerada, es decir, det C#0, el rango de la matriz 
B coincide con el rango de la matriz A; a este rango se le denomina el rango de la 
forma bilineal y queda probado, por tanto, que el rango de una forma bilineal no 
depende de la base elegida para representar su matriz. 
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DEFINICI6N 2 ( Forma bilineal simetrica) 

Una forma bilineal A en un espacio vectorial V se dice simetrica si A(x, 7) 

= A(y, 3c*) para todo x , y e V 

Si A es una forma bilineal simetrica, A(tf h ~e } ) = A(Tj, ~e i ) y, por tanto, la matriz de A 
en cualquier base {~e u ..., ~e„} es una matriz simetrica. Reciprocamente, si la matriz de 
una forma bilineal es simetrica en alguna base {ej, i*„}, la forma bilineal es simetrica 
ya que 

n n 

A(y,x)= X <Wj= Z ajiXjyi = A(x, y). 
i*j— 1 i.j=l 

Definici6n 3 (Forma bilineal antisimetrica) 

Una forma biiineal A en un espacio vectorial V se dice antisimetrica si 

A(x, y) = —A(y, x) para todo x , y e V 

Si A es una forma bilineal antisimetrica, A(e h e}) = — A(ej, T) y, por tanto, la matriz 
de A en cualquier base {ej, ..., ~e„} satisface a i} = — a 2i ; en particular a a = —a u , i= 1, ..., n 
y, por tanto, los elementos de la diagonal de la matriz de una forma bilineal anti- 
simetrica deben ser nulos. Por tanto, la matriz de A se escribe de la forma 


0 a 12 

-a 12 0 

— a ln —a 2 „ 


Las formas bilineales simetricas junto con las antisimetricas originan todas las 
formas bilineales posibles; el resultado se describe en la siguiente proposicion: 

PROP6SICI6N 4 

Toda forma bilineal puede ser representada como la suma de una forma 
bilineal simetrica y una forma bilineal antisimetrica. 

Demostracion. Sea A(x, y) la forma bilineal; tomar B(x, y) = A(x, y) + A(y, 3c) y 
C(x, y) = A(x, y)—A(y, x). Sumando ambas expresiones se tiene que 


B(x, y)+C(x, y)=2A(x, y) 


y, por tanto, 


1 1 

A(x, y) = -B(x,y) + -C(x, y) 


j 
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La demostracion se concluye observando que B es una forma bilineal simetrica y C es 
una forma bilineal antisimetrica. ■ 


Una forma cuadratica en un espacio vectorial V es toda aplicacion A (.7, x) de 
V en IK([R 6 C) que se obtiene sustituyendo y por x en una forma bilineal A(jc, y) 
sobre V. 

Ejemplo C. a^xl+a^x^ x 2 + a 22 xl es una forma cuadratica de tR 1 2 (a 0 eR) ya 
que si tomamos 


. x i\ fy i\\ 1 1 

A \ I r I ) )~ a n x iy i + 3 a i2 x iy 2 + ~a 12 x 2yi + a 22 x 2 y 2 
\\ x 2/ \yij/ 2 2 


se tiene que 


. x j\ ( Xi \\ 

A L I )r a n x i+ a i2XiX 2 + a 22 x 2 2 

\\ x 2j \ x lJ J 


Ejemplo D. anxj + a 22 x 2 + a 33 xl + ai 2 XiX 2 + a 13 XiX 3 + a 23 x 2 x es una forma 
cuadratica en C 3 (a, v eR) ya que basta tomar 


J ,( >"2 j j — a^Xjy, +a 22 x 2 y 2 +a 33 x 3 y 3 +-a 12 x 1 y 2 +-a 12 x 2 y 1 + 
V x 3 ' x y 3 ' ' 

1111 

+ 2 a i3 x i 3^3 + 2 a is x sy i + ^a 23 x 2 y 3 +“a 2 3X3_y 2 


En general toda expresion de la forma a^x^Xj en un espacio vectorial define 

i=1 ‘-i 

una forma cuadratica ya que basta tomar la forma bilineal 


^(x,y)= X a iiXiyi + l l fx t y j+ £ I 'V, 

i - 1 j = 1 i < j * j=\ i<j Z 


donde x= jqF,-, y = y^ej, para obtener que 

i=l 7=1 


A (x, x )= Y. Z a ij x i x j 
j= 1 igj 
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Redprocamente, toda forma cuadratica tiene una expresion de la forma X X b^XiXj 

__ j= i ‘gj __ 

en una cierta base. En efecto, si A(x , x ) proviene de la forma bilineal A(x, J*) de 
matriz zl = (a l7 )" J = 1 en la base {e u ...,'e n } se tiene que 

n n n 

A(x, x)= X X XiXjdij , * = X xfi 

< = 1 j = 1 i = 1 

Agrupando los terminos x t Xj y XjX t se tiene que 

n n 

A(X,X)= X X ( a ij + a ji) X i X j = X X h U X ‘ X J 
i = 1 i g j i=l i£j 

que era lo que queriamos demostrar. 

Toda forma bilineal determina una forma cuadratica (io cual se deduce de la misma 
definicion), pero una forma cuadratica puede ser determinada por varias formas 
bilineales. En efecto, la forma bilineal 

1 2 

= a ll x 1 y 1 +- a l2 x l y2 + - a 12 x 2yi + a22 x 2y2 

determina la forma cuadratica del ejemplo C, pero es diferente, en general, de la forma 
bilineal dada en (3). 

Sin embargo, si la forma bilineal que genera la forma cuadratica se supone que es 
simetrica, la forma bilineal queda univocamente determinada. Para probar este resulta- 
do observar que 

A(x+y, x +f) = A(x, x )+A(x, J) + A(y, x) + A(y, f) 
por la definicion de forma bilineal; si A es simetrica tenemos 

A(x, f) = ^[A(x, f)+A(y, x )] = ] -[A(x +y , x +y)-A(x, x)-A(y, y)] 



que prueba el resultado deseado. 

Se denomina matriz de una forma cuadratica en una base {ej, ..., T„j a la matriz de 
la forma bilineal simetrica que la determina, en la misma base {ej, ..., ~e n ). Como la 
forma bilineal dada en (4) es simetrica y determina la forma cuadratica 

n 

A(x,x)= X 'L a n x i x i 

j=l >Sj 
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deducimos del resultado sobre unicidad anteriormente demostrado que la matriz de la 
forma cuadratica A(x, x ) en la base {ej, ..., T„} es 



* * * 


12.2. FORMAS BILINEALES Y CUADRATICAS 
EN UN ESPACIO EUCLIDEO 

Hemos visto en el ejemplo B de la seccion anterior que si sd\ £ i— ► E es una 
aplicacion lineal en un espacio euclideo, 

Ax, f) = (x, sdf) 

es una forma bilineal. De hecho, todas las formas bilineales en un espacio euclideo son 
de esta forma, como se muestra en la siguiente proposicion: 

PROPOSICION 1 

Sea A: Ex E\=>M una forma bilineal en un espacio euclideo E con producto 
escalar ( , ). Existe una aplicacion lineal sd\ E\=>E tal que A(x, J) = (x, stff). 
Ademas, las matrices de A y sT en una misma base ortonormal coinciden. 

Demostracion. Si zl=(ay)" J=1 es la matriz de la forma bilineal A en una base 
ortonormal fe), ..., ~e n }, podemos escribir 

n n n n 

a(x, j)= x X a u x iyj > *= X x & » y= X y& 

‘= i j= i <= i j= i 

Sea sJ la aplicacion lineal de E en E que tiene como matriz A en la base {ej, ..., F„}, es 
decir, .rf(e’ j ) = a lj e 1 4 h a nj e n . Se tiene que 

(x , ^(y))=^ x x Ti , s/j(^ x yj^jjj= X X x iyJ?t> ^(u-)) 

n n 

= X X X iyi e i’ a U e l 3 h fl <j^<'3 ^ a nj?n) = 

i= 1 j=l 

n n 

= X X xyfiij 

<=i j=i 
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donde la ultima igualdad se debe a que {e lt ..., ~e n } es una base ortonormal. Por tanto, 
A(x, y) = (x , jaf(y)) que era lo que queriamos probar. ■ 

TEOREMA 2 (Reduccion de una forma cuadratica en un espacio euclideo a su forma 
canonica) 

Dada una forma cuadratica A(x, x) en un espacio euclideo E existen 
numeros reales A 1( ..., y una bJse ortonormal {u l5 ..., u„} de E tal que para 
todo 

n 

X = Y, X i“*i 6 £ 

i = 1 

se tiene que 

A(x, x) = 2 x xf + A 2 xf H f X„xl 

Demostracion. Segun sabemos de la seccion anterior A(x, x ) determina univoca- 
mente una forma bilineal simetrica A(x, y*); por la proposicion 1, A(x, y) = (x, jtf(y )), 
donde sd es una aplicacion lineal que tiene la misma matriz que +(x, y ) en una base 
ortonormal; por tanto, la matriz de sd es simetrica en esta base. Por los resultados del 
capitulo 8, seccion 6, sabemos que toda matriz simetrica es diagonalizable en una base 
ortonormal y, por tanto, existe una base ortonormal {u t , ..., u„} tal que 

s'i(x ) = s’j( XjuA = £ XjSi(Uj) = £ Xj XjUj 
\i = i / j=i ‘=i 

donde Aj,j= 1, .... n son los autovalores de si . Por tanto, 

A(x, x) = (x, si(x )) = ^ X X i“r L x/jUjj = 

= i £ XfXjA/tT;, Uj)= £ x\A i = A 1 x\ + ---+A n x\ ■ 

i = 1 j = 1 i= 1 

Observacion. Los numeros A ; - son los autovalores de la matriz de A(x, x) y 
los Uj son autovectores correspondientes a A ; . 

Supongamos que una forma cuadratica A(x*, x ) puede escribirse de la forma 

n 

A(x, x)= Y, a j x j =a i x i ~ 1 ba„xl (1) 

j= i 

en una cierta base del IK-espacio vectorial V en que esta definida, donde ajsK, j 

= 1, 2, ..., n. 

La expresion (1) recibe el nombre de forma canonica de la forma cuadratica A(x, x). 


¥ 
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En el teorema 2 que acabamos de demostrar se prueba que si una forma cuadratica 
esta definida en un espacio euclideo, puede reducirse a su forma canonica en una base 
ortonormal. Realizamos a continuacion algunos ejemplos. 

EJEMPLO A. Reducir la forma cuadratica A(x, x) = xl +x| + x§ — 4x x x 3 a una 
forma candnica (en IR 3 ) mediante una base ortonormal. 

La matriz de A(x, x ) es 

/ 1 0 ~ 2 \ 

+ = 0 1 0 ; 

\ -2 0 1/ 

sus autovalores son: A t = l, A, 2 = — 1, A 3 = 3. Por tanto 

A(x, x) = x\ — x| + 3x| 

en una base {«\, u 2 , u 3 } formada por autovectores, donde x =x 1 lf 1 +x 2 lf 2 + x 3 u' 3 . 


La forma de reducir una forma cuadratica a una expresion del tipo a t x\ H ha„x\ 

no es linica si se permite realizar cambios de basd que no sean ortonormales. Como 
ilustracion tomar el ejemplo A; completando cuadrados con los terminos xf — 4x x x 3 se 
tiene 

A(x, x) = (xj — 2x 3 ) 2 + x|-3x 3 

y, por tanto, el cambio de base jq =Xj — 2 x 3 , y 2 = x 2 , y 3 = x 3 reduce la forma cuadrati- 
ca del ejemplo A a 

yi+yl-iyl 

Observar que este cambio de base no transforma una base ortonormal en qtra base 
ortonormal. 

EJEMPLO B. Reducir la forma cuadratica A dada por 2xy—2xz con respecto a la 
base candnica de R 3 a una forma canonica. 

Escribiendo x^Xj+jq, y = Xj— yq, Zj=z, lo cual es un cambio de base ya que 

1 1 0 

1 -1 0 =- 2^0 
0 0 1 


2xy — 2xz = 2(x, +y 1 )(x 1 -yA-2(Xj +y 1 )z 1 =2x\~2 y\- 

-2XjZ x -2y lZ j. 


tenemos 
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Completando cuadrados se tiene 


2xy-2xz = 2\x x -y +y 


con lo cual el cambio de coordenadas x 2 = x x — —, y 2 = y i+y, z 2 = z i nos permite 
escribir 

A=2x\-2yl 

Si deseamos obtener de A una suma de cuadrados mediante un cambio de base 
ortogonal no tenemos mas que calcular los autovalores de la matriz 

/ 0 1 - 1 \ 


\ -1 0 0 / 

que son /^=0, k 2 = j2, X 2 =—~j2\ por tanto 

A = j2y 2 -j2z 2 

en la base ortonormal {tT 1( u 2 , u 3 } formada por autovectores de A. Estos autovectores 
pueden ser uj=-^(0, 1, 1), u 2 = -{J2, 1 , -1), u 3 = -{J 2, -1, 1). 

J 2 2 2 


Observacion. En los ejemplos anteriores se han utilizado dos metodos para 
reducir una forma cuadratica a una forma canonica; el primero de ellos esta 
basado en el calculo de autovalores de la matriz de A; sobre el segundo 
observaremos que se basa en los siguientes hechos: 

a ) Completar cuadrados si es posible (ver ejemplo A). 

b) Si no existen cuadrados que se puedan completar (ver ejemplo B) es 
necesario hacer un cambio de la forma yj = Xj + x k , y k = Xj — x k para 
introducirlos, y a continuacion completar cuadrados. 

Se deja para el lector la practica de este segundo metodo. 


12.3. LEY DE INERCIA DE LAS FORMAS CUADRATICAS 

En la seccion anterior hemos visto que toda forma cuadratica en un espacio 
euclideo de dimension finita puede escribirse de la forma 


A{x, x) = a 3 xf 4 ha„ x 2 „ 


( 1 ) 
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en una cierta base, donde 0 ,-eI R, j=l, 2, ..., n; la expresion (1) recibe el nombre de 
forma canonica de la forma cuadratica dada. 

La forma canonica de una forma cuadratica no es unica, puesto que depende de la 
forma de obtenerla, segun se ha observado en la seccion anterior. Sin embargo, el 
numero de terminos positivos o, que aparece en (1) y el numero de terminos negativos 
de la misma expresion permanecen invariantes para una misma forma cuadratica. Este 
hecho puede observarse en los ejemplos de la seccion anterior. E1 enunciado preciso y 
la demostracion de este resultado la damos a continuacion. 

Teorema ( Ley de inercia de las formas cuadraticas) 

Sea A{x, x ) una forma cuadratica en un espacio euclideo E de dimension n. 

Si A{x, 3T) se escribe de la forma 

A{x, x) = a k x\ + a 2 x\ + ■ ■ ■ + a m x 2 (2) 

en la base F={f 3 /„}, con a ; -elR, a ; # 0, j = 1, 2, ..., m, y tambien se escribe de 

la forma 

A{x,x)=b l y\ + b 2 y\ + --- + b q y\ (3) 

en la base G{gf 1( ..., <f„}, con bj^ 0, h ; e (R, j= 1, 2, q, se tiene que m = q 
= rango(A) y el numero de coeficientes positivos y negativos de (2) y (3) 
coinciden. 


Demostracion. Escribamos, mas explicitamente, 

A{x, x) = tx 1 x\+---+<x k x\-<x k + 1 xl +1 tx 2 mm (4) 

en la base F, con a ; >0 , j= 1, 2, ..., m, y 

A{x, %)=p 1 y\ + --- + P p y 1 p -P p+l y 2 p+l P q y\ (5) 


en la base G, con //>0, j= 1, 2, ..., q. Hemos de demostrar que k=p y m=q. 

Sea E j el subespacio vectorial de E generado por los vectores f 3 , f 2 , ..., f k y E 2 el 
subespacio vectorial de E generado por los vectores ~g p+1 , ..., ~g„. Si suponemos que k 
>p se tiene que 

dim (£j) + dim(£ 2 ) = k + (n — p)>n = dim(£) 

Puesto que dimtf^ + dim^j^dim^ + fi^ + dimlfjnf.,) (proposicion 2, seccion 5.4, 
capitulo 5) hemos de tener E^nE^^f. 
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Sea zeEjPiEi y T + 0; puesto que z e E^txE^ podemos escribir 


y 


T = aJ 1 + --- + aJ k , ajeU,j=l,...,k 
z=b p + l g p + l + --- + b n g„ , bjEU,j=p+l, ..., n 


Para el vector ~z las expresiones (4) y (5) producen 

A(% T) = oi l a 2 l + ---+ct k ai>0 


ya que alguno de los debe ser no nulo, y 

A(z,T)=-P p+1 b 2 p+1 

(observar que la ultima expresion puede ser cero ya que q puede ser menor que n). 

En cualquier caso se llega a una contradicion, que se ha producido por el hecho de 
suponer que k>p; por tanto, k ^ p. 

Puesto que el papel que juegan las expresiones (4) y (5) en el razonamiento anterior 
es simetrico, se deduce, de manera similar, la desigualdad p ^ k, con lo cual se tie- 
ne p = k. 

La igualdad m = q = rango(4) se debe a que el rango de una forma cuadratica es 
invariante mediante cambios de base. ® 


E1 numero de terminos que aparecen en la forma canonica de una forma cuadratica 
A(x, x) recibe el nombre de indice de inercia de la forma cuadratica; el numero de 
terminos positivos se llama indice de inercia positivo de la forma cuadratica y el 
numero de terminos negativos recibe el nombre de indice de inercia negativo de la 
forma cuadratica. 

EJEMPLO A. Tratamos de encontrar los indices de inercia de la forma cuadratica 
dada por 

A{X, X ) = X 1 X 2 + OC\X 3 + X l X^ + X 2 X^ +x 2 x 4 + x 3 x A 

E1 cambio de variable x^^y^ + y^, X 2 =y k —y 2 , x 3 = y3 + y4’ x A = ys~ y* (jcomprobar 
que es un cambio de base!) transforma la expresion anterior en 

y\ -y\ + (y, + y 2 )(y 3 + y*) + (y i + VzHVs - >4) + (v 1 -+2)^3 + y 4 ) + (Vi -J^XVs -> 4 ) + 

+ y 2 -y 2 = y 2 -y 2 + Ay l y 2 + y 2 -yl = (y l + 2y 3 ) 2 3y 2 - yl 

Escribiendo Zi=.Vi+2y 3 , z 2 =y 2 , 2 3 = .V 3 ’ 2 4 = V4' Q ue es de nuevo un cambio de base, 
se tiene: 

A =z\ — z\ - 3 z 3 — z\ 

Por tanto, el indice de inercia positivo de A es 1 y su indice de inercia negativo es 3. 


* * * 
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Si una forma canonica de la forma cuadratica A(x, x) es 

A(x, x) = a l x 2 i + ---+ a k x 2 k -a k+l xj +1 a m x 2 m 

con a^elR, aj>0,j=l, 2, .... m, el cambio de base dado por 

y 1 — \ f®~\ x \, V* — \[ttk x k, y k +\ \J + \ x k +1' ■■■> Vm = \fJn x m, Vm + 1 = x m +1' •••■ }’n = x n 

nos permite escribir 

A(x,x) = y 2 +-.-+y 2 -y 2 +l y 2 m 

que recibe el nombre de forma normal de la forma cuadratica dada. Observar que la 
forma normal de una forma cuadratica es una suma algebraica de cuadrados. 


12.4. FORMAS CUADRATICAS DEFINIDAS. PUNTOS CRITICOS 
DE FUNCIONES DE VARIAS VARIABLES 

La teoria de las formas cuadraticas sera de gran ayuda para el estudio de las 
superficies de segundo grado; sin embargo, tambien posee otras aplicaciones, entre las 
que se cuentan la determinacion de puntos criticos de funciones de varias variables. 

Para facilitar el razonamiento utilizaremos una funcion de dos variables z = f(x, y), 
que representa una superficie en IR 3 . Recordamos al lector que para una funcion / 
suficientemente regular, esta posee un punto critico en (x 0 , y 0 ) si y solo si 

£f df 

4-(*o> Vo) = 0 , /(x 0 , y o ) = 0 (1) 


Ejemplos conocidos de puntos criticos son los maximos, minimos y los puntos de 
ensilladura que se muestran geometricamente en los dibujos siguientes: 



MAXIMO 


MINIMO 


PUNTO DE ENSILLADURA 
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Deseamos encontrar una condicion que nos permita decidir entre todos los casos 
posibles de puntos criticos. Para ello escribimos la formula de Taylor de / alrededor 
del punto (x 0 , y 0 ) hasta el termino de orden 2 — estamos suponiendo que / es lo 
suficientemente regular para que esto sea posible — : 

— ~ 
f(x, y)=f{x 0 , y 0 )+ —(x 0 ,y 0 )(x-xo)+—(x 0 ,y 0 )(y-y 0 ) + 

y 0 )(x-x 0 ) 2 +P^-(x 0 , y 0 )(x-x 0 )(y-y 0 )+~(x 0 , y 0 )(y-y 0 ) 2 
2 ! cx cxcy cy 

+ R 3 (x, y) 

donde Rfx, y) es el termino de error. Si (x 0 , y 0 ) es un punto critico de / la formula 
anterior puede escribirse de la forma 

/(x, y)—f(x 0 , y 0 )=^H(X, X) + R 3 (x, y) (2) 

donde 

+ 2—f(x 0 , y 0 )(x - x 0 )(y - y 0 ) + /4( x o> ^oKy-yo) 2 
oxcy oy 


es una forma cuadratica que posee como matriz 


S 2 f d 2 f . , 

dx2 (x 0 , y 0 ) Oxdy X °’ 

d 2 f 8 2 2 

r^( x o> y 0 ) tt(- x o, y 0 ) 


que se denomina la matriz hessiana de / en ei punto (x 0 , y 0 ). 

La funcion / posee un maximo en (x 0 , y 0 ) si y solo si /(x, y)—f(x 0 , y o )^0 para 
todo (x, y) en un entorno de (x 0 , y 0 ); de la igualdad (2) deducimos que si H(X, X)< 0, 
(x 0 , y 0 ) es un maximo ya que R 3 (x, y) puede hacerse tan pequeno como se quiera 
reduciendo el entorno alrededor de (x 0 , y 0 ). Esto sugiere la siguiente definicion. 


Definicion 1 — 

Una forma cuadratica A(x, x) se llama definida negativa si A(x, x)<0 para todo 
x#0. Si A(x, x)^0 para todo x, A se dice semidefmida negativa. 


Capftulo 12 Formas bilineales y cuadraticas 


541 


Si/posee un minimo en (x 0 , y 0 ) se ha de tener f(x, y)-f(x 0 , y 0 ) ^ 0 para todo (x, y) 
en un entorno de (x 0 , y 0 ); esto puede conseguirse en la igualdad (2) si se tiene H(X, X) 
>0 para todo 2f#0. Esto sugiere la siguiente definicion: 

Definici6n 2 

Una forma cuadratica A(x, x) se llama definida positiva si A(x, x)>0 para 
todo x #0. Si A(x, x)£0 para todo x, A se dice semidefinida positiva. 


Estos resultados quedan resumidos en el siguiente teorema: 

TEOREMAl (Condicion suficiente para la existencia de maximos y minimos) 

Sea /: IR 2 1 — *■ R una funcion suficientemente regular que posee un punto critico 
en (* 0 , y 0 ) y sea H la forma cuadratica en C 2 que tiene a 

/ Jl_\ 

_ dx 2 dxdy I 

LLj 

\ dxdy dy 2 ( x o> ^o) 


como matriz. Entonces, 

a) si H es definida negativa, f posee un maximo (relativo) en (x 0 , y 0 ), y 

b) si H es definida positiva, f posee un minimo (relativo) en (x 0 , y 0 ). 


Notas. 1) En libros de calculo se demuestra que si H no es ni semidefinida 
positiva ni semidefinida negativa, (x 0 , y 0 ) es un punto de ensilladura de / ' 

2) Un criterio analogo al contenido en el teorema 1 se tiene para funciones 
de n variables. 

Observaciones. 1) Si A(x, x ) = (x, x ), donde ( , ) representa el producto 
escalar en E, A es una forma cuadratica definida positiva, ya que (x, x )^0 para 
todo x #0. 

2) Si una forma cuadratica A(Xx) se escribe de la forma ^(xjx^cqxf-f — 
+ a„xj en una cierta base, A es definida positiva si y solo si todos los a, son 
positivos y es definida negativa si y solo si todos los a^ son negativos. 


Para poder aplicar el teorema 1 es necesario poseer un criterio facilmente aplicable 
que permita determinar si H es definida positiva o es definida negativa; una posibilidad 
es hallar una forma canonica de H y aplicar la observacion 2); otra lo proporcionan los 
criterios de Sylvester que exponemos a continuacion. 
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PROPOSICION 2 (Criterio de Sylvester para formas defmidas positivas) 

Sea A(x, x*) una forma cuadratica en un espacio euclideo con matriz A 
= (djj)" j= i en una cierta base. Si los menores angulares de la matriz A son 
positivos, es decir: 



a u 

a l2 

a 13 

011 fll2 >0, a 3 = 

a 12 

a 22 

a 23 

U 1 2 a 22 

a n 

a 23 

a 33 


A^u^O, A 2 = “ “>0, A 3 = n 12 a 22 fl 23 >U, .... = 

a 12 a 22 n 

a l3 fl 23 °33 

la forma cuadratica A(x, x ) es defmida positiva. 

Demostracidn. Realizamos la demostracion por induccion en la dimension del 
espacio euclideo E. Si E tiene dimension uno, la forma cuadratica puede escribirse de 
la forma A(x, x) = a n x 2 un a n >0 y, por tanto, la proposicion queda demostrada. 
Supongamos ahora que el resultado es cierto para cualquier forma cuadratica con 
todos sus menores angulares positivos en todo espacio euchdeo de dimension mferior a 
m y sea A(x, x ) una forma cuadratica en un espacio euchdeo E de dimension m con 
todos sus menores angulares positivos. Por ser los m- 1 primeros menores angulares 
positivos, la hipotesis de induccion nos permite deducir que la forma cuadratica 

m - 1 m - 1 

B(x", x ')= X I a ‘J x ‘ x i 

i = i j= i 

en el espacio euclideo £' generado por los m— 1 primeros vectores de una base de E, es 
definida positiva; con un cambio .de base adecuado en £', B(x', x ') puede escribirse en 
forma canonica (teorema 2, seccion 2) con coeficientes positivos. 

B(x', x ') = A ^ x) 2 H h - i x m - i ( ; -j>°) 

Realizando este cambio de base en £ y x m = x m la forma cuadratica A(x, x ) se 
transforma en 

A(x, x ) = / j x'{ + ■•• + /„- iX m _ !+(/?! m x'i x' m + • • ■ + b m _ i , m x m _ iX m ) + a mm x~ 


Completando cuadrados se obtiene: 

+ (X, X ) = / 1 ^x', + *m^ + ■ • • + / m - 1 (yX'm - 1 + 


+bx2 

2/ m -i / 


donde 


b a mm 


h 2 

"m - 1 , m 

42 m - 1 
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Realizando el cambio de base: 


,, _r , ^lm , , b m - i >m 

)> 1 — X^ + , ym- 1 ~ x m- 1 + ^T7 X m> ym = x m 

// m -l 

(observar que el determinante de esta transformacion es 1) tenemos 
A(x, x )=k l y\ + -+k m _ 1 y 2 m _ 1 +by 2 m 

Puesto que todos los kj son positivos solo falta demostrar que £>0; para esto observar 
que si C es la matriz del cambio de base de las coordenadas Xj a las y^ se tiene: 


l Al ■ 

0 \ 


( a u ■ 

a im \ 

\0 

/ m - 1 

|=C' 



b) 


\ a lm 

• a mm 1 


(seccion 1) y, por tanto, A, x ••• x X m _ , x b = |C*|AJC| = |C| 2 A m >0, de donde se deduce 
que b> 0. g 

* * * 

Ejemplo A. Demostrar que la forma cuadratica en IR 3 
A = 2x 2 - 2 xy + y 2 + 4xz - 6yz + 1 1 z 2 

es definida positiva. 

La matriz de A es 

I 2 -1 2 \ 

A= -1 1 -3 

(2-3 11 / 

puesto que 

2-1 0 1-4 

A, =2>0 A 2 = _ =1>0 y A 3 = |A|= -1 1 —3 = 1 >0 

0-1 5 

la forma cudratica dada es definida positiva. 

* * * 

E1 reciproco de la proposicion anterior tambien es cierto. 

Proposici6n 3 

En las mismas condiciones que en la proposicion 2, si A(x, x ) es una forma 
cudratica definida positiva, todos los menores angulares de la matriz A =(a 0 ) son 
positivos. 
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Demostracion. Sea A(x, x)= V a ij x i x j l a expresion de la forma cuadratica A, 

definida positiva, en una base (e‘ 1 , e n } de E. Para todo 1 ^ k ^ n la forma 
cuadratica 

k 

A k ( x , X ) = ^ a ij x i x j 

i, J= 1 

definida en el subespacio vectorial E k = L{e lt ..., e k } de E, es definida positiva. Un 
cambio de base adecuado, de matriz C k , reduce A k a 

^ k =a iyi^ — 'r^kyl > ( a j>0) 

y se tiene 


por tanto, 



0<a t x x a„ = |C' k |A k |C k | = |C k | 2 A t , 


de donde se deduce que A k >0, que era lo que queriamos demostrar. M 


Para formas definidas negativas el criterio de Sylvester puede deducirse jle las 
proposiciones que acabamos de demostrar. Si A(x, x) es definida negativa, A(x, x)— 
— A(x, x) es definida positiva; si A = (a y )" j = i es la matriz de A(x, x), A — ( — a ;j );j = t es 
la matriz de A(x, x ) (en la misma base) y, por tanto, 

A l = — a n >0 ; A 2 = _an _ai2 >0 ; - ; K n = \A\>0 

1 a i2 ~~ a 22 

Puesto que 

— ^12 *" ^lfc 

A k = “ ai2 “ fl22 =(-D*A k 

~~ a lk a 2k ~ a kk 

se tiene el siguiente resultado: 


PROPOSIClON 4 (Criterio de Sylvester para formas cuadraticas definidas negativas) 

Sea A(x, x ) una forma cuadratica en un espacio euclideo con matriz A 
=( fl r)i j= i en una cierta base. A(x, x) es definida negativa si y solo si los 
menores angulares de la matriz A se alternan en signo y a^i^O. 
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Nota. La demostracion que se ha dado de los criterios de Sylvester es 
valida para espacios euclideos puesto que se ha utilizado el teorema de reduccion 
a su forma canonica (teorema 2, seccion 2). Sin embargo, puede demostrarse que 
los criterios siguen siendo validos para formas cuadraticas defmidas en espacios 
vectoriales reales puesto que hemos comentado que podemos encontrar una 
forma canonica completando cuadrados. 

Ejemplo B. Estudiar los puntos criticos de la funcion z=f(x, y) = 2x 2 +y 2 +xy 
— 6x — 5 y. 

Puesto que la solucion del sistema 

df 

—~ = 4x+y — 6 = 0 
dx 

df 

— = 2y + x-5 = 0 
dy 

es x= 1, y = 2, el punto (1, 2) es un punto critico de /; en este punto la matriz hessiana 
de / es 



que es la matriz de una forma cuadratica defmida positiva ya que 4>0 y |tf| = 7>0. / 
posee un minimo en (1, 2). 

* * * 


En la seccion primera del capitulo 8 se dio la definicion de producto escalar en un 
espacio vectorial y se demostro que su matriz en cualquier base es simetrica con todos 
los elementos de la diagonal principal positivos. No toda matriz que satisface estas 
condiciones define un producto escalar, como ya se observo en la citada seccion. 

Una condicion necesaria y suficiente para que una matriz simetrica determine un 
producto escalar es que la forma cuadratica asociada a la matriz sea defmida positiva. 
Este resultado resulta evidente a la luz de las definiciones de producto escalar y de 
forma cuadratica definida positiva. 

Ejemplo C. Queremos encontrar los valores de a para los cuales la forma 
cuadratica en IR 3 dada por 


Q(x, x )=(x 1? x 2 , 




defme un producto escalar en R 3 . 


a 1 0' 
1 a 1 
0 1 1 
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12.5. DIAGONALIZACION SIMULTANEA DE FORMAS CUADRATICAS 

En algunos problemas fisicos se presenta de manera natural el siguiente problema. 
dadas dos formas cuadraticas A(x, x) y B(x, x) en R" encontrar una base en la cual 
ambas formas pueden reducirse a una suma de cuadrados. Dadas dos formas cuadrati- 
cas cualesquiera es posible que el problema no tenga solucion, sin embargo, si una de 
ellas es definida positiva siempre puede encontrarse una base que diagonaliza a ambas 
formas cuadraticas. La elegante solucion de este problema se expone a continuacion. 

Supongamos que A = (fly)" J= i y B = son las matrices de las formas cuadra- 

ticas A( x, x) y B(x, x), respectivamente, con respecto a la base E = {e u ..., e„) de R" y 
que B(x, x) es definida positiva. En la seccion 12.4 se ha observado que la aplicacion 
( , ) B de R" x IR" en R dada por 

(x,y) B = B(x,y) x,yeR" 

define un producto escalar en IR". Sea IRJ el espacio euclideo R con el producto escalar 
( , ) B . Utilizando el proceso de ortogonalizacion de Gram-Smith (ver capitulo 8) puede 
encontrarse una base ortonormal 

L — - u 2 , —5 
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en U n B a partir de la base E. Puesto que B{u h m,) = (u;, 5}) B = <5 y , i,j= 1, 2, ..., n, la matriz 
de B en la base U es la identidad y si C es la matriz del cambio de base de E a U se 
tiene que 

/ = C‘BC. (1) 

En esta nueva base U la matriz de A es 

A = C'AC. (2) 

Puesto que A(x, x ) es una forma cuadratica en el espaco euclideo U" B , el teorema 2 
de la seccion 12.4 nos asegura la existencia de una base ortonormal 

V={v u v 2 , ..., F„} 

n 

en R B tal que si x = £ xpf,- se tiene que 

i = 1 

A{Z,Z)=X 1 x\ + k 2 x\ + ---+k H xl (3) 

con A,elR, j= 1, 2, .... n. Puesto que V es una base ortonormal en U B se tiene que 

B(x, x) = x\ + x\ + --- + xl (4) 

n 

donde x = £ x t v‘ i . Las igualdades (3) y (4) resuelven el problema de la diagonali- 

i - 1 

zacion simultanea de A(x, x~) y B(x, x ). 

A continuacion mostramos con un ejemplo como se realiza este proceso en un caso 
particular. 

Ejemplo A. Deseamos diagonalizar simultaneamente las formas cuadraticas en 
R 2 dadas por 

A(x, x)= -4x t x 2 y il(x, x) = x 2 —2x^X2 + 4x| 

donde x = x^ + x 2 *f 2 . 

La matriz de B(x, x) en la base {ej, ~e 2 } es 



y una sencilla aplicacion del criterio de Sylvester (seccion 12.3) nos permite deducir que 
B(x, x) es definida positiva. Comenzamos encontrando una base U= {uj, u 2 } de IR 2 
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tomamos 
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E1 lector habra observado que el proceso de diagonalizacion simultanea seguido en 
el ejemplo anterior resulta bastante complicado. Los comentarios que siguen estan 
encaminados a simplificar este proceso. 

Es claro que si B(x, x ) es la forma cuadratica definida positiva, tenemos 

B(y,y)=y 2 1 +yl + ---+yZ 

en la base que diagonaliza a ambas formas cuadraticas a la vez. En esta misma base 

My, y)=tiy 2 i+A 2 yl+---+Zny 2 n 

donde k u k 2 , ..., k„ son los autovalores de A, Utilizando las igualdades (1) y (2) 
tenemos 

\A-kI\ = | CAC- kC‘BC\ = \C‘(A - kB)C\ = \C\\A - kB\\C\ 

de donde se deduce que las soluciones de |v4 — A/| = 0 coinciden con las soluciones de 
\A — AB| = 0, ya que |C|#0. 

Asi pues, la resolucion de la ecuacion \A — kB\=0 nos da la diagonalizacion 
simultanea. 

Si queremos encontrar la base en la cual ambas formas cuadraticas se diagonalizan, 
observamos que de A — kl = C‘(A — kB)C se obtiene que las soluciones de 


(A-kjI)C X yA M 7=1,2 n 


coinciden con las soluciones de 


(A-kjB)l £ yCk =0 7 = 1, 2, ..., n 


ya que |C'| = |C|#0. Por tanto basta con ortonormalizar los vectores que se encuentran 
al resolver (5). 

En el ejemplo A tenemos 


0=\A — kB\ = 


1 -1 


— 2 + 2.1 


-1 4/| | — 2 + 2 -42 

= 32 2 — 42 + 4, 


= 42 2 — (2 — 2) 2 = 


que produce las soluciones 2 t =— 2, k 2 =- 
Para 2^ = — 2, 




2yi —4y 2 = 0 


y i=2, y 2 = 1 
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Ademas 



Por tanto, 

A (f, y)=yi + yl+yl-3yl 

Se deja como ejercicio encontrar el cambio de base que diagonaliza simultaneamente 
ambas formas cuadraticas. E1 resultado es 



* * * 


Observacion. Todos los resultados de esta seccion se extienden facilmente a 
espacios vectoriales de dimension finita y formas cuadraticas defmidas sobre ellos. 


EJERCICIOS (CAPITULO 12) 

SecciOn 12.1 

1. Encontrar la matriz de las siguientes formas cuadraticas en IR" dadas con respecto 
a la base canonica: 

a) A(x, x) = 2xj — 3 xjX 2 + 4.^2 + 6x^X3 , n = 3 

3 j 

b) A(x, x)= £ (*i-s) 2 , s = -(x!+x 2 + x 3 ) , n = 3 

1 = 1 3 

n 

c) A(x, x)= £ (i-j) 2 XiXj 

i<j 
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2. Sea A(x, y ) una forma bilineal que tiene como expresion 

A(x, 

con respecto a la base ifj=(l, 0, 1), u 2 ={0, 1, 0), if 3 = (0, 1, —1) en 1R 3 , donde x—x^ 

+ x 2 u 2 +x 3 u 3 , y=y x ui+y 2 » 2 +ysu 3 . 

a) Encontrar la expresion de A(x, f ) con respecto a la base canonica. 

b) Encontrar una forma bilineal simetrica B y una forma bilineal antisimetrica C tal 
que A = B + C, dando las expresiones de B y C con respecto a la base canonica de 1R 3 . 

3. Sea A una forma bilineal cuyo rango coincide con la dimension del espacio 

vectorial V en el cual esta definida. Demostrar que para todo x 0 e V, x 0 =£ 0 existe 
y 0 e V tal que A(x 0 , y 0 ) 0. 

SecciCn 12.2 

4. Encontrar una forma canonica de las siguientes formas cuadraticas: 

a) 3x 2 + 2y 2 + z 2 — 6xy + 4x2 

b) xy + 2 xz 

c) 9x 2 — 3y 2 + 6xy+ 18xz+ 12yz 

5. Dar una forma canonica en una base ortonormal de las siguientes formas cuadrati- 
cas en R": 

a) — 2x 2 +y 2 + 4xy , n = 3 

b) 2x 2 — 6y 2 — 2z 2 — 2xz , n = 3 

c) x 2 — 2xy — 2xz — 2yz , n = 3 

d) x 3 x 2 + x 2 x 2 + x 3 x 4 , n = 4 

6. Para cada una de las formas cuadraticas siguientes encontrar una base orto- 
normal que la reduzca a su forma canonica y escribir esta forma canonica: 

a) 6x 2 + 5y 2 + 7z 2 — 4 xy + 4 xz 

b) 3 y 2 + 3z 2 + 4 xy + 4 xz + 2 yz 

c) x 2 + y 1 — 2 xz + 2 yz 

SecciCn 12.3 

7. Encontrar la forma normal y los indices de inercia de las siguientes formas 
cuadraticas en R 3 : 

a) x 2 + y 2 +z 2 +4xy + 2xz + 2yz 
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b) x 2 + 5y 2 — 2xy + 2xz 

c) 4x 2 +y 2 + z 2 — 4xy + 4xz — 3yz 

En el caso b) indicar tambien la transformacion que lleva la forma cuadratica dada en 
la forma normal encontrada. 


SecciCn 12.4 

8. Determinar los valores de cc para los cuales la forma cuadratica en R 3 dada por 

x 2 + 4y 2 + 2 xxy + 2ctyz 

es definida positiva 

9. Determinar los valores de /J para los cuales la forma cuadratica en IR 4 dada por 
jix 2 + 2xy + (iy 2 + pz 2 + 2zt + [)t 2 es definida negativa. 

10. Determinar la region tridimensional en la cual la matriz de las derivadas parciales 
segundas de la funcion F(x, y, z) = x 2 + 3y 2 + y 2 z 2 determina una forma cuadratica 
definida positiva. 

11. Encontrar los puntos de las superficies dadas en los cuales se alcanzan maximos o 
minimos: 

a) f(x, y) = x 2 + y 2 + 2x + 4 

b) g(x, y) = — x* + 8x 2 —y 2 — 4 y 

c) h(x, y) = x 3 —y 3 + 3xy 

12. Sea A =a lx x 2 + a 32 xy + a 22 y 2 una forma cuadratica en IR 2 tal que 


Demostrar que A no es ni semidefmida positiva ni semidefinida negativa. 

13. Determinar los valores de los parametros a y b para los cuales la forma 
cuadratica cuya matriz se da a continuacion define un producto escalar en IR 3 : 


I 2 0 a\ I a 2b 1 \ 

a) 0 a 0 b) 2 5 0 

\a 0 1/ a 0 1/ 
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Secci6n 12.5 

14 . Diagonalizar simultaneamente las formas cuadraticas 

A(x, x) = x\ + 26x\ + 10x^2 
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CAPITULO 13 


SUPERFICIES 
DE SEGUNDO GRADO 


13.1. Clasificacion de las superficies de segundo grado 

13.2. Invariantes de las superficies de segundo grado en [R 3 

13.3. Determinacion de los elementos geometricos de algunas cuadricas 

13.4. Notas adicionales 

1. E1 hiperboloide de una hoja como superficie reglada 

2. Clasificacion de las cuadricas cuando A = 0 y <5 = 0 


La expresion general de las conicas es un polinomio de segundo grado en dos 
variables. La generalizacion a tres variables produce una expresion de la forma 

a n x 2 + a 22 y 2 + a 33 z 2 + a 12 xy + a 13 xz + a 23 yz + a^x + a 2 y + a 3 z + a = 0 

que recibe el nombre de superficie de segundo grado en R ! 3 o cuadrica. 

A la luz de los resultados obtenidos en el capitulo anterior sobre formas 
cuadraticas clasificaremos las superficies de segundo grado. de manera analoga a 
como se hizo con las conicas. 

En este capitulo trabajaremos en el espacio euclideo R 3 con el producto escalar 
usual y toda expresion estara dada con respecto a la base canonica si no se 
menciona explicitamente otra base. 
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13 1 CLASIFICACION DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO EN R 3 
Una superficie de segundo grado en R 3 es una expresion de la forma 

f(x, y, z) = a ll x 2 + a 22 y 2 + a 33 z 2 +a 12 xy + a 13 xz + 

a 23 yz + a t x + a 2 y + a 3 z + a=0 () 

Los terminos de orden dos determinan una forma cuadratica A, en K 3 , cuya matnz es 

/ a 12 a 13 \ 

r 11 t t\ 


a 12 a 23 

~zr a 22 


Vf t 

Si escribimos X = (x, y, z) y llamamos IfX^^a^x + a^y + a 3 z a la parte lineal, (1) puede 
escribirse de la forma 

A(X, X) + L(X) + a = 0 (2) 

Nuestro obietivo inmediato es reconocer todas las superficies que puedan aparecer 
en (1) al variar sus coeficientes. Puesto que A(X, X) es una forma cuadratica en el 
espacio euclideo 1R 3 , puede reducirse, en una base ortonormal x u u u 2 , a 3) a una suma 
de cuadrados 

l 1 x\ + l 2 y\ + hz\ 

donde A, A„ A, son los autovalores de la matriz A(/.j e R). Observar que la matriz del 
cambio de base es ortogonal ya que transforma la base canomca de U en una base 
ortonormal. En esta nueva base (1) se reduce a 

kyx\ + X 2 y\ + k 3 z\ + Mi + b 2 y\ + b 3 Zi + b = 0 (3) 

Pueden presentarse los siguientes casos 

I) Todos los Aj son diferentes de cero. 

II) Uno de los A f es igual a cero. 

III) Dos de los A f son iguales a cero. 

CASO I. Como todos los A f son distintos de cero, completando cuadrados en (3) 
obtenemos 

+xf) +^(y' + oi) +A 3 ( Zi+ t) =c ’ 
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I.o) A1 cortar por planos paralelos al plano x 2 0y 2 , es decir z 2 = d se obtienen 

y2 ^2 

elipses —j + ~ =1 — - siempre que c 2 — d 2 > 0 (i.e. |d|<|c|). 
a b c 

De manera similar al cortar por planos de la forma y 2 = d( 6 x 2 = d ) se obtienen 
elipses siempre que |d|<|£>|(|d|<|a|). 

La superficie recibe el nombre de elipsoide y su grafica se muestra en la figura 1. 



l.b) A1 cortar por planos de la forma z 2 = d se obtienen elipses de ecuaciones 

x\ y\ . d 2 


a 2 b 2 c 2 


ecuacion que posee soluciones para todo deU. Si >>2=0 se obtiene la hiperbola 


y 2 ,2 
— - — = I 
a 2 c 2 


de semiejes a y c y si x 2 = 0 se obtiene la hiperbola 


y[_z | = i 



Figura 2. Hiperboloide de una hoja 
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que representa una elipse siempre que -a 2 +d 2 >0, es decir, |d|>|a|. Esta superficie 
recibe el nombre de hiperboloide de dos hojas. 



Figura 3. Hiperboloide de dos hojas. 


Si C = 0, (4) se escribe de la forma X^x\ + X 2 y\ + /. 3 z\ =0; si todos los /,j son 
positivos o todos son negativos, esta ecuacion solamente tiene como solucion el punto 
x 2 = 0, v 2 =0, z 2 = 0. En el resto de los casos siempre podemos suponer que dos de ellos 
son positivos y uno es negativo (si uno es positivo y el resto son negativos se cambia de 
signo a la ecuacion). Suponiendo que /^>0, A 2 >0 y A 3 <0 y dividiendo por |A 3 | se 
obtiene 



En los planos de ecuacion z 2 = d esta expresion produce elipses, salvo si d = 0, en 
cuyo caso se obtiene el punto x 2 = 0, y 2 = 0. Si y 2 = 0 la ecuacion se transforma en 
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que representa dos rectas de pendiente 
obtienen dos rectas de pendiente 



De manera similar, si x 2 = 0 se 



La superficie que se obtiene en este caso se denomina cono eliptico (Fig. 4). 

Debido a que cuando C = 0, (4) produce superficies conicas, en los casos no 
triviales, cuando C = 0 en (4) la superficie recibe el nombre de superficie conica. 



Figura 4. Cono eliptico. 


* * * 

Caso II. Podemos suponer, por ejemplo, que A 3 = 0; podemos entonces completar 
cuadrados en x, e y x en la expresion (3) para obtener 

x { Xi + k >) +l2 ( >,,+ ^) +b ^ =c - 

La traslacion 
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transforma la superficie anterior en 

k x x\ + X 2 yl + b 3 z 2 = C. (6) 

Pueden presentarse los siguientes casos: 

Il.a) fr 3 #0 
II .b) b 3 = 0 

C 

Il.n) Como b 3 =£ 0, la traslacion x 3 = x 2 , y 3 =y 2 , z 3 = — z 2 A transforma (6) en 

»3 

xl + l 2 yl = b 3 Z3 

o bien 


x l yi 

una vez que se ha dividido por b 3 , donde a= =, y b= j~. Esencialmente la 

VUii v ia 2 i 

ecuacion anterior tiene solo los siguientes casos: 


xi.yi 


x i yi 


7±^* 2 > ■ b) 


(el caso en que ambos signos sean negativos es «equivalente» al caso a ) si hacemos la 
simetria z 3 = — z 3 y el caso en que el primero sea negativo y el segundo positivo es 
«equivalente» al caso b) realizando la misma simetria). 

En el caso a) los planos z 3 = d producen una elipse siempre que d>0 y un punto si 
d = 0; si d< 0 no se produce ninguna interseccion. Las elipses tienen por ecuacion 


x\ y\ 

4 + 7f = d - 

a b 


Si y 3 = 0 se obtiene la parabola 


(con su eje en el eje 0z 3 ) y si x 3 = 0 se obtiene otra parabola con eje en 0z 3 , de ecuacion 


yi=b 2 z 3 


La superficie que se obtiene se denomina paraboloide eliptico y puede apreciarse en la 
figura 5. 
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a a . 

En el caso b), el plano z 3 = 0 produce las rectas x 3 = ± 7 .y 3 , de pendiente — ; si z 3 =d, 

b b 


con d> 0, se obtienen las hiperbolas 


^_yj =d 

a 2 b 2 


con eje principal en la direccion de x 3 ; finalmente, si z 3 = d con d< 0, se obtienen las 
hiperbolas 


a 2 b 2 


-d 


(~d> 0) 


cuyo eje principal esta en la direccion de y 3 . 

E1 plano y 3 =0 produce la parabola x 3 = a 2 z 3 que esta dirigida en el sentido positivo 
de z 3 . mientras que el plano x 3 = 0 produce la parabola y 3 = —b 2 z 3 que esta dirigida en 
el sentido negativo de z 3 . 

La superficie que se obtiene se denomina paraboloide hiperbolico y se representa en 
la figura 6. 




i 


Figura 6. Paraboloide hiperbdlico. 
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II. b) Si b 3 = 0, la ecuacion (6) se escribe de la forma 

l x x 2 2 + l 2 yl = C. 

Puesto que le falta una de las variables, z 3 , decimos que la ecuacion representa una 
superficie degenerada; de hecho con cualquier plano z 3 =d posee como interseccion la 
conica \ Y x\ + X 2 y\ = C y, por tanto, la superficie es una superficie cilindrica que tiene a 
esta conica como base: se tiene entonces un cilindro eliptico, un cilindro hiperbolico, dos 
planos que se cortan o una recta (que corresponden a las siguientes conicas: elipse, 
hiperbola, dos rectas que se cortan y un punto). Ver figuras 7 y 8. 


\i x 2+\2yl~c 



Figura 8 


* * * 
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Caso III. Supongamos, por ejemplo, que A 2 = A 3 — 0, con lo cual (3) se transforma 
en 

3.^x1 + b l x l + b 2 yi + ^3 z i + ^ = 0 

La traslacion x 2 = x 1 + — JP 2 = >’i'> -2 = z i l a reduce a 
26 1 

/^xl + b^y^ + b^z^ + b' = 0 ( 7 ) 

Si b 2 = b 3 = 0 se obtienen dos planos paralelos distintos o un solo plano, o el conjunto 
vacio dependiendo de los valores y los signos de Aj y b. 

Si al menos uno de los coeficientes b 2 6 b 3 es no nulo realizamos la transformacion 


b2y 3 + b 3 z 3 
4b\ + b\ 


b 3 y 3 — b 2 z 3 



que es una transformacion ortogonal (^por que?) de manera que (7) se escribe de la 
forma: 




tenemos 


A,X4 = By 4 



que representa una parabola con su eje en la direccion de y 4 , como estamos en 1R la 
superficie es un cilindro parabdlico. (Ver figura 7). 


Notas: 1. Las ecuaciones que aparecen al lado de las figuras reciben el 
nombre de forma candnica de la superficie que representan 

2. Los paraboloides (Figs. 5 y 6) no poseen centro, pero poseen un vertice en 
el origen cuando su ecuacion esta dada en la forma canonica. 

3. Aparte de los elementos geometricos que se citan en 2, las superficies no 
degeneradas poseen ejes que se han dibujado convenientemente en las figuras. 
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Ejemplo A. Encontrar la forma canonica de la superficie de segundo grado en 
!R 3 dada por 

3x 2 + 2y 2 + 3z 2 — 2.xz — 2x — 4y — 2z — 5 = 0 
indicando la correspondiente transformacion geometrica. 

Soluci6n. La forma cuadratica 3x 2 + 2y 2 + 3z 2 -2xz tiene como matriz 

3 0 -1 \ 

0 2 0 * 

-10 3 / 

Los autovalores de A son las soluciones de 

3— A 0 -1 

0= 0 2 — k 0 = (3 — A)(2 — A)(3 — A) — (2 — A) = (2 — A)[(3 — A)(3 — A) — 1 ] 

-1 0 3— A 

= (2 - A)[A 2 - 6A + 8] = (2 - A)(A - 2)(A - 4) 
y, por tanto, tenemos Aj =4, A 2 = 2, A 3 = 2. 

Para Aj = 4 un autovector satisface las ecuaciones 



Para A = 2 tenemos 

/ 10—1 
0 0 0 

\ -1 0 1 

Con la transformacion 


1 1 

° 71 

0 1 0 
1 1 

71 0 7 ? 

la forma cuadratica se reduce a 

4x?+2y?+2z?-2^-^ + ^^-4y 1 -2^ + +/Jj 






-5 = 0, 
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o bien 


4x\ + 2y\ + 2z\ — 4y 1 — 4—- — 5 = 0. 


Completando cuadrados se obtiene 


1 Y 

4x\ + 2(y y — l) 2 + 2( z ; — — 


-8 = 0 


Haciendo la traslacion 


x 2 = Xi 
>’2 =yi — 1 



se obtiene 



13.2. INVARIANTES DE LAS SUPERFICIES DE SEGUNDO GRADO EN R 3 


4x\ + 2y\ + 2z\ = 8 

o bien 

2 4 4 


que es la forma canonica de la superficie dada. Deducimos de esta expresion que la 
superficie dada es un elipsoide con semiejes ^/2, 2 y 2. Sus ejes se encuentran en las 
direcciones de «*!, tT 2 y «* 3 , respectivamente. 

La transformacion que transforma la superficie dada en su forma canonica es 


I x \ 

y 

\ z 



0 

1 

o 



/ + \ 


1 



E1 metodo descrito en la seccion anterior para determinar las superficies de 
segundo grado puede resultar engorroso si los autovalores y autovectores no son 
sencillos. A1 igual que en las conicas, otra forma de estudiar las superficies de segundo 
grado es mediante la obtencion de sus invariantes, permitiendonos obtener su forma 
canonica sin necesidad de conocer la transformacion que nos permite llegar a ella. 

Para tratar de averiguar los invariantes de las superficies de segundo grado 
recordamos que los invariantes de la conica anX + a 12 xy+a 22 y 2 + a 1 x + a 2 y + a = 0 
son 


s — Oi i + a 22 


a l2 

2 


a 12 

T 

a 22 


a l2 a l 

2 y 


y a= 


a l2 

~2 


a 22 


02 

2 



y que los numeros s y 3 son, salvo el signo, los coeficientes del polinomio caracteristico 
de la matriz 


En el sistema de coordenadas {x 2 , y 2 , z 2 } el centro es el punto (0, 0, 0); por tanto, el 
centro del elipsoide es 


I* 

y 

\ z 




0 

1 


0 


1 


n/2 
1 0 
1 

2 


0 



= C 


A = 


( «u 


\ 2 


«1 2 \ 
2 

«22 J 


(En efecto, 0 = |+-2/| = (a 11 -2)(a 22 


2)- 


«12 


— 2 2 — («ii +a 22 )2 + \A\.) 


* * * 
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Sea f = A(X, X) + L(X) + a = 0 una superficie de segundo grado en R\ donde X 
= {x, y, z), UX^^a^x + a^y + a^z, ae R y A(X, X) es la forma cuadratica que tiene como 
matriz 



Diremos que una expresion de los coeficientes de/es un invariante si permanece fija 
mediante traslaciones y transformaciones ortogonales. (Observar que si/esta dada con 
respecto al sistema de referencia canonico, solamente se han utilizado transformaciones 
ortogonales y traslaciones en la seccion 1 para reducirla a su forma canonica.) 


PROPOSICION 1 — — — 

Son invariantes de una superficie de segundo grado en R 3 los coeficientes del 
polinomio caracteristico de la matriz A. 

Demostracidn. A1 realizar una transformacion ortogonal de matriz C, la matriz de 
la forma cuadratica que aparece en f(x, y, z) = 0 se transforma en C'AC (seccion 1); 
como C es ortogonal, C' = C _1 y, por tanto, A se transforma en C _1 AC; por tanto, 
podemos decir que se ha realizado un cambio de base en la aplicacion que tiene a A 
como matriz en IR\ Puesto que el polinomio caracteristico de una matriz nd depende 
de la base (capitulo 7, seccion 2) deducimos que sus coeficientes quedan invariantes 
mediante transformaciones ortogonales. 

Finalmente, cualquier expresion de los coeficientes de A(X, X), y en particular los 
coeficientes de \A-/.I\=Q, quedan invariantes mediante traslaciones. Para demostrarlo 
basta observar que la traslacion 

I X \ ( Xl \ ( a \ 

y = y i + 0 

\ 2 / \ z i/ \yl 

transforma la superficie (1) de la seccion 1 en 


f = A(X u A' 1 ) + |^ (a, j8, y)xj + JQa, p, y )y x + JQa, fi, y)z , +/( a, fi, y) = 0 
dx oy oz 


donde X 1 = (x t , y u z t ), que deja invariante la forma cuadratica A. 
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a la cual se le denomina matriz ampliada de f. 


i 
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Proposici6n 2- 


A = |/4| es un invariante de las superficies de segundo grado en 


Demostracion. Sea C una transformacion ortogonal en IR 3 ; la transformacion de 
matriz 


C 1 = 


C 0 
0 1 


es ortogonal en R 4 y transforma A en C'^AC^C^ l AC\ puesto que 

ii-/i/i=icr l /ic 1 -A/i 

los coeficientes de \A — XI\ permanecen invariantes mediante Cj. E1 termino indepen- 
diente de \A~H\ es \A\ y, por tanto, este es un invariante mediante transformaciones 
ortogonales de IR 3 . 

Si tenemos ahora la traslacion 


M 

1 *i\ 

l«\ 

y 

= yi + 

P 

\ z ) 

\ z i/ 

\y/ 


la matriz ampliada de/ en este nuevo sistema de referencia es (ver la demostracion de 
la proposicion 1): 


A 1 = 


/ 

fl 1 2 

fl 1 3 

/ fl n 

"T 

2 

' a 12 


fl 23 

2 

fl 22 

T" 

fl 1 3 

fl 23 

fl 33 

2 

i 

T" 

\ 1 f 



\2dx 

2dy 

2dz 


ijf \ 

2dx \ 

1 df 

2 8y 

1 V 

2 8z 


• donde las derivadas parciales estan evaluadas en (a, /, y). Un procedimiento analogo al 
utiliza,do en la demostracion sobre los invariantes de las conicas permite demostrar 
/Jjl =j/4|, lo cual prueba que \A\ es un invariante de f. ■ 


RESUMEN ( Invariantes de las superficies de segundo grado ) 

Son invariantes de la superficie de segundo grado 

./('U y? z) ®nX + a 22 y + fl 3 3^ + a 12 xy + a 13 xz + a 12 yz + 
+ a 1 x + a 2 y + a 3 z + a = 0 

los siguientes: 


(1) 


S 1 — a U + a 22+ a 33 , 




fl 1 2 


fl l 3 


a 23 

d] 1 

n 2 


(2 1 1 

11 2 


fl 22 


+ 


+ 


fl l 2 


fl l 3 


fl 23 

T a22 


T ^ 33 


y~ fl 33 


S = \A\ = 


fl l 2 a l 3 


12 


a 


a 


23 


2 ~ 22 2 

fl l 3 fl 23 


a 


33 


fl l 2 fl l 3 fl l 

T T T 


y &=\a\= 


“12 

2 

Q,\-i (X 


l 22 


a 23 <h. 

2 2 


13 w 23 


^33 


a \ a 7 


2 2 a 


* * * 

A continuacion clasificamos las superficies de segundo grado en R 3 , tambien 
llamadas cuadricas, atendiendo a sus invariantes. Estudiamos por separado cada uno 
de los casos que aparecian en la seccion 1. 

En el Caso I la forma canonica es 

Aix; + A 2 y| + 2 3 z5 = C A 2 ^. 3 #0). 

Puesto que en esta ecuacion - < 


A = 


Ai 


0 


2, 


0 -c 

se tiene que C=— \IX 1 X 2 k 3 , ademas 


— A^A^A^C 


35 o 

II s il 

35 ^ C p3 a*; 

Str £> . 

B3 U >'■ v - o 

Q o » 


d = 


^i 0 

2 2 

0 2 3 


: 2i2 2 2 3 


O 

C 

O 


)?. < >■ 
U M ^ t- 

5 c S ^ 


* * * 
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y, por tanto, la forma canonica de las cuadricas del caso I es 

X \x\ 4~X 2 y 2 + A 3 Z 2 — — 
o 

Si A#0 se obtienen elipsoides, hiperboloides de una hoja o hiperboloides de dos hojas 
dependiendo de los signos de X u X 2 , A 3 , A y 6. 

Si A = 0 se obtiene una superficie conica o un punto. 

* * * 

En el Caso II la forma canonica es de la forma 

j-iX 2 + X 2 y 2 + b 3 z 2 = C (^iA 2 #0) 

Si b 3 /0 esta puede escribirse de la forma 

AiX 3 + X 2 yl + b 3 z 3 = 0. 


Puesto que 


A = 


h o 

a 2 

0 f 

b 3 

0 — 0 

2 


2 2 


S-,= 


A x 0 
0 X, 


+ 


*1 0 
0 0 


+ 


a 2 0 
0 0 


= AiA 2 


su forma canonica es 


■ A b\ . , . . , . 

Puesto que b 3 #0, A^O; corrio — = — <0 se obtienen paraboloides elipticos o hiper- 

s 2 4 

bolicos dependiendo de los signos de y A 2 . 

Si fc 3 = 0 la forma canonica es 
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Ai 0 


0 




A, 

$2 — / j ^ 0 

s= 

n 

= 0 y A = 

O 

O 



0 0 






C 


= 0 


En este caso se obtienen cilindros elipticos, hiperbolicos, dos planos que se cortan o una 
recta. Su forma canonica no puede ser determinada con los invariantes de que 
disponemos. 

* * * 

En el Caso III la forma canonica es 

f i x 2 + b 2 y 2 + b 3 z 2 + b' = 0; 

si b 2 = b 3 = 0 se deduce facilmente que s 2 =0, <5=0 y A = 0 (en este caso se tienen dos 
planos paralelos distintos o un solo plano). 

Si al menos uno de b 2 6 b 3 es no nulo, la forma canonica es 

— By A = 0 

y tambien se tiene s 2 = 0, (5 = 0 y A = 0 (en este caso se tiene un cilindro parabolico). 

* * * 

A1 final de este capitulo puede encontrarse un resumen de los resultados obtenidos 
sobre la clasificacion de las cuadricas. Observar que la clasificacion arriba realizada no 
es completa ya que no permite distinguir entre las superficies cilindricas y los planos 
(ver notas adicionales en la ultima seccion de este capitulo). 

EJEMPLO A. Reducir la superficie de segundo grado x 2 + y 2 + z 1 — 4 xz — 4y + 2 = 0 a 
su forma canonica y decir que tipo de superficie representa. 

Tenemos 


/ A 


1 

0 

-2 

0 


1 

0 

-2 


0 

-2 

0 

/ A 


0 

1 

0 

-2 









— 4 z 3 = 0- 

A = 


— 

0 

1 

0 

-2 

1 

0 

-2 

/ S 2 


-2 

0 

1 

0 













-2 

0 

2 


-2 

0 

2 



0 

-2 

0 

2 










<5 = 


— 2 — 4[2 — 4] = 6 ^ 0 
1 0 -21 


0 1 

-2 0 


= 1—4= — 3#0. 


X^x\ + X 2 y\ = C, 
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Puesto que los autovalores de la matriz 


/ 10 - 2 ' 
A = 0 1 0 

1-2 0 1 , 


son Aj = 1, k 2 = - 1, a 2 = 3 la forma canonica es 

x 2 — y 2 + 3r 2 — 2 = 0 

2 y 2 _2 

0 bi en 2 + y se trata, por tanto, de un hiperboloide de una hoja. 

2 2 2/3 



EJEMPLO B. Reducir la cuadrica y 2 + 4xz +1—0 a su forma candnica y decir que 
tipo de superficie representa. 

Tenemos 

0 0 2 0 0 0 2 

A= ° 1 ° ° =-4/0 , <5= 0 1 0 =-4/0 

2 0 0 0 2 0 0 

0 0 0 1 


y los autovalores de 


0 0 2 

A= 0 1 0 son = 1, A 2 = 2, A 3 = 
2 0 0 


La forma canonica de esta superficie es 


x 2 + 2y 2 — 2z 2 H - = 0 
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o bien 


y z" 

•— + — =1 

1/2 1/2 


y se trata, por tanto, de un hiperboloide de dos hojas. 



* * * 


13.3. DETERMINACION DE LOS ELEMENTOS GEOMETRICOS 
DE ALGUNAS CUADRICAS 

Para las superficies de segundo grado en las que al menos uno de los numeros A 6 
6 es no nulo se ha dado un procedimiento para obtener su forma canonica en la 
seccion anterior. A continuacion describimos procedimientos para encontrar algunos 
elementos geometricos de estas superficies. Si (3/0 se trata de una conica con centro y 
se dara un procedimiento para calcular este; si <3 = 0 se tienen los paraboloides (o 
cuadricas sin centro) y entonces se dara un procedimiento para calcular su vertice. 

Sea 

/(x, y, z) = A(X, X) + L(X) + a = 0 (1) 

una superficie de segundo grado con A/0 6 <5/0. La direccion de sus ejes esta dada 
por los autovectores de la matriz de +. 

Sea (a, fi, y) el centro de una superficie de segundo grado con centro (<5/0); la 
traslacion 


x = Xj+a , y=y j+/? , z = Zj+y 
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transforma (a, /f, y) en (0, 0, 0); por tanto (0, 0, 0) es el centro de la superficie 


/(*!, )>i, Zi) = A(X lt XJ+^-fa., 0, y)x j+^(a, /3, y)y t 

3x dy 


+ ~(a> P, y)z i +/(a> 13, V) = 0 

8z 


( 2 ) 


que es la ecuacion transformada de (1) mediante la traslacion considerada; por tanto, 

‘f(<*,P,y)=0 , ^(a,f),y) = 0 , ~(<x, P,y)=0 
cx dy cz 

ya que en caso contrario (0, 0, 0) no seria el centro de (2) (^por que?). Asi pues, el 
centro de (1) satisface el sistema 

8f 

— ^^a^x + a^y + a^z + a^ 0 
6x 

df 

— = a, 2 x + 2a22y + a 23 z + a 2 = 0 
8y 

df 

— = a l3 x + a 23 y + 2a 33 z + a 3 =0 
8z 


que posee una unica solucion ya que su matriz es 2 A y |A| = (5/0. 

EJEMPLO A. Determinar el centro y los ejes del hiperboloide de una hoja del ejemplo 
A de la seccion 13.2: x 2 + y 2 + z 2 — 4xz— 4y + 2 = 0 
Su centro satisface 


— - = 2x — 4z = 0 
8x 

Sf 

-f=2y - 4 = 0 
dy 


~ = 2z—4x = 0 
dz 


Los autovalores de A son = 1, X 2 = — 1, X 3 = 3 y las direcciones de sus ejes vienen 
dadas por lij, u 2 , u 3 donde 


A x = 1 


2 , = — 1 


2i = 3 


/ 0 0 



x = 0 
z = 0 

x = z 
y = 0 


X = — z 

y = 0 


= (0, 1,0) 


tr 2 =(i, o, i) 


; « 3 =(i,o, -i) 


Como los ejes pasan por el punto C = (0, 2, 0) sus ecuaciones son 



EJEMPLO B. Determinar el centro y los ejes del hiperboloide de dos hojas del 
ejemplo B de la seccidn 13.2: y 2 + 4xz +1=0. 

Su centro satisface 4z = 0, 2y = 0, 4x = 0 y, por tanto, es el punto C = (0, 0, 0). Los 
autovalores de su parte cuadratica son 2 t = l, 2 2 = 2, / 3 = — 2; las direcciones de sus 
ejes vienen dadas por uj, u 2 , u 3 donde 




l-i 0 

2\ 

I x\ 


1 °\ 

2-1 — 1 ; 


0 0 

0 

y 


0 




0 - 

-!/ 

l z ) 


\ o) 


1 

-2 

0 

2 \ 

(x\ 


l°\ 

/ 2 = 2 ; 


0 

-1 

0 

y 


0 


\ 

2 

0 

-2/ 

\ z ) 


u/ 




(2 0 

2 \ 

I x \ 


(°\ 

2 2 = — 2 


0 3 

° 

y 


0 




\ 2 0 

2 / 

\ z ) 


\°/ 


2zj 

A ; u 2 = (0, 1 ,0) 



de donde deducimos y = 2,x = 0,z = 0. Por tanto, C = (0, 2, 0). 
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La ecuacion de su eje principal (el eje z en la forma canonica) es {.x= — z, y = 0} y 
los otros ejes son {x = 0, z = 0}, {x = z, y = 0}. 

* * * 

Supongamos ahora que la superficie dada en (1) es un paraboloide (A#0, S 
= 0); el plano tangente al vertice del paraboloide tiene las direcciones de los autovecto- 
res correspondientes a los autovalores no nulos U,, A 2 ) y el eje perpendicular a este 
plano tangente (que denominaremos eje principai) tiene la direccion de un autovector 
correspondiente a 1 3 = 0. Sea (co u co 2 , co 3 ) un autovector correspondiente a A 3 = 0. Si 
(a, /, y) es el vertice del paraboloide un vector perpendicular a / en este punto viene 
dado por 




'df 8f 8f 

p, y), T-(ot, /?, y), T-(a, /3, y) 

dx 6y oz 


Por tanto existe AelR tal que co 2 , co 3 ); si dejamos variable tx, / y y en iV se 

obtienen las ecuaciones lineales 


8f 8f 

2 8x 'dy 

8f 8f 
cu 3 — - = co,— 

8x l 8z 

8f 8f 

co 3 — = co 2 — 

3 dy 2 dz 

que determinan planos que pasan por el vertice y tienen (co x , co 2 , co 3 ) como direccion 
comun; el sistema (2) representa, por tanto, la ecuacion del eje principal. 

E1 vertice del paraboloide se determina hallando la interseccion del eje principal (2) 
con la superficie. 

EjEMPLO C. Determinar el vertice, el eje principal y el plano tangente en el vertice 
del paraboloide x 2 + 2y 2 + 4xy-l-4z-l-3 = 0, asi como su forma candnica. 
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Por tanto A = 4 y 2x + 4y = 0, 4y + 4x = 0; asi pues x = 0, y = 0 y el eje principal es el eje 

z. 

Sustituyendo x = 0, y = 0 en la superficie dada se obtiene el vertice: 

3 

~4' 




584 


Algebra y Geometria 




Por tanto, 



E1 plano tangente al paraboloide hiperbolico en V tiene por ecuacion 

3 

Z_ ~ 4 


13.4. NOTAS ADICIONALES 


1. El hiperboloide de una hoja como superficie reglada 


Una superficie se denomina superficie reglada si por cada uno de sus puntos pasa al 
menos una recta totalmente contenida en la superficie. Ejemplos sencillos de superficies 
regladas son los «cilindros» estudiados en la seccion 13.1. Otros ejemplos se obtienen 
girando una recta, llamada generatriz , alrededor de otra fija, llamada eje. Si la 
generatriz es perpendicular al eje se obtiene un plano , si es paralela se obtiene un 
cilindro y si le corta se obtiene un doble cono recto con vertice en el punto de 
interseccion (ver las figuras adjuntas). 



Podriamos ahora preguntaros cual es la superficie que se obtiene cuando la 
generatriz no es paralela ni corta al eje; para tratar de identificar esta superficie 
encontremos sus ecuaciones en un caso sencillo. Supongamos que el eje coincide con el 
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eje Oz y que la generatriz pasa por el punto (a, 0, 0) y tiene como vector director 

(0, /?, 1 ) con f} + 0. 

Las ecuaciones parametricas de la generatriz son 



(x') 2 + (y') 2 = (a cos q> — zfi sen q>) 2 + (a sen q> + z'(i cos q>) 2 = a 2 + P 2 (zj 2 



Por tanto, su ecuacion es (xj z +(yj 2 — (j 2 (zj 2 = a 2 , que representa un hiperboloide de 

a 

una hoja de semiejes a, a y — y de centro el origen de coordenadas. 

Este resultado no es debido a una casualidad, sino que es cierto para todo 
hiperboloide reglado; en efecto, para demostrarlo observemos que es suficiente probar- 
lo para un hiperboloide de ecuacion 

x 2 y 2 z 2 


( 1 ) 
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ya que cualquier otro se reduce a este mediante un movimiento y una traslacion. Para 

b 

el hiperboloide dado en (1) basta tomar la recta (x, y, z) = (a, 0, 0) + f(0, -, 1), como 
puede comprobarse. ( Sugerencia : hacer un giro eliptico.) 

Observar que la recta (x, y, z) = ( a , 0, 0) + f(0, — , 1) es tambien una generatriz del 

c 

hiperboloide dado en (1) y que no es paralela a la anterior. Por tanto, un hiperboloide 
de una hoja tiene dos generatrices no paralelas. 

* * * 


2. CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS CUANDO A = 0 y <5 = 0 

En la seccion 2 se han utilizado algunos invariantes de las superficies de segundo 
grado para obtener una facil clasificacion de ellas. E1 lector recordara que tal 
clasificacion no era completa ya que era imposible encontrar la forma canonica cuando 
A = 0 y <5 = 0 a partir de los invariantes encontrados en aquella seccion. 

E1 problema se resuelve demostrando que cuando A = <5 = 0 existe un nuevo 
invariante, a saber 



a 23 

a 2 



a l3 

a i 


a 12 

a i 

a 22 

2 

2 


a n 

2 

2 

a n 

~2 

2 

a 23 


a 3 


a l3 


a 3 

a 12 


a 2 

2 

a 33 

2 

+ 

2 

a 33 

T + 

~2 

a 22 

2 

a 2 

a 3 



a i 

a 3 


a i 

a 2 




a 




a 

— 

— 

a 

T 

2 



2 

2 


2 

2 



Si estamos en el caso en que un autovalor es cero, A 3 =0, por ejemplo, teniamos 
AjX 2 + / 2 y 2 +c = 0 como forma canonica y, se obtenian cilindros elipticos o hiper- 
bolicos (c#0) o dos planos que se cortan o una recta (c = 0). En estos casos 


Aj 0 

0 

+ 

0 

0 0 

+ —X\ X') ^ 0 

0 a 2 

0 

0 

o 

o 


Aj 

0 

0 

0 + 0 + 

0 

A-2 

0 =AjA 2 c = s 2 c. 


0 

0 

c 


s 

Por tanto c = — y si s 3 #0 se obtienen cilindros elipticos o hiperbolicos y si s 3 = 0 se 
s 2 

obtienen dos planos que se cortan o una recta. 


* * * 


Capitulo 13 Superficies de segurtdo grado 


587 


Si estamos en el caso en que dos autovalores son cero, 2 2 = A 3 = 0, por ejemplo, 
tenemos A = <5 = s 2 = 0; si la forma canonica es 

AjX 2 — By = 0 

se tiene que 

0 0 ^ 2 

s 3 = 0 + 0+ 0 0 —B/2 =-A t — #0 

0 - B/2 0 

y entonces tenemos un cilindro parabdlico; por el contrario, si la forma canonica es 

AjX 2 + C = 0 

se tiene que s 3 = 0 y entonces si tienen dos planos paralelos o un solo plano. 

* * * 

EJEMPLO A. Estudiar ( o clasificar) la superficie de segundo grado 
x 2 — y 2 — z 2 — 2 yz — x + 3y + 3z — 2 = 0 
Encontramos sus invariantes: 
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Se trata entonces de dos planos que se cortan o una recta; como sus autovalores son 

Aj = 1, A 2 = — 2, / 3 = 0 

ya que 

1 — A 0 0 

0 — l — A -1 =(1 — A)[(— 1 — A) 2 — 1] = (1 — A)(2A + A 2 ) = (l — A)A(2 + A), 

0 -1 — 1 — A 
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la forma canonica de esta cuadrica es x 2 — 2 y 2 = 0 y, por tanto, se trata de dos planos 
que se cortan. 

Para encontrar las ecuaciones de estos planos despejamos x en la superficie dada 
considerando y, z como fijas: 



Por tanto las ecuaciones de los planos son 

x = y + z— 1 ; x= — y — z + 2 

y la superficie dada puede escribirse de la forma 

(x + y + z — 2)(x — y — z+ 1) 

* * * 


CLASIFICACION DE LAS CUADRICAS 

a n x 2 + a 22 y 2 + a 33 z 2 + a 12 xy + a 13 xz + a 23 yz + a^x + a 2 y + a 3 z + a=0 



Invariantes: A = |/4|, S = \A\, s t =n n + a 22 +a 33 
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EJERCICIOS (CAPITULO 13) 

1. Hacer un estudio lo mas detallado posible de las superficies de segundo grado que 
se indican (encontrar tipo, forma canonica, ejes, centro, ...): 

a) 2x 2 + 2y 2 + 2z 2 +2xz — 2xy — 2yz=\ 

b ) 2x 2 — 6y 2 — 2z 2 — 2xz+ lOx — 6y— 1 =0 

c) — 2 y 2 + xz — 4y + 6z + 5 = 0 

d) 2x 2 + 2 y 1 — 4 z 2 - 5>xy — 2 xz — 2 yz — 2x - 2y + z = 0 

2. Clasificar la cuadrica 3x 2 + 2y 2 + 2z 2 + 2yz + 4x + 2y-5z + 7 = 0 encontrando sus 
ejes, si los tiene. 

3. Considerar las cuadricas que admiten por ecuaciones 


x 2 — 2y 2 + a z 2 — 2xz + 2 yz + 2x + 1 = 0 

para a real. Estudiar para que valores de a la cuadrica anterior es un paraboloide 
(eliptico o hiperbolico) y encontrar la ecuacion del eje principal. 

4. Indicar el tipo y la forma canonica de las cuadricas dadas por las siguientes 
matrices: 



I 0 1 0 l\ 
110 0 
0 0 0 1 
\ 1 0 1 0 / 



9 ) 


2 2-4-2 

1 1 - 2-1 




EJERCICIOS DE REPASO: 
CAPITULOS 8 A 13 


A continuacion presentamos varios ejercicios, que pueden servir para repasar los 
conceptos introducidos en los capitulos 8 a 13. Los ejercicios del 1 al 24 estan 
ordenados de acuerdo con el orden de los capitulos de este libro. Del 25 al 36 el grado 
de dificultad es mayor que en los anteriores. E1 resto son problemas que se han 
propuesto en varias convocatorias a los alumnos de primer curso de las licenciatu- 
ras de Matematicas y Fisicas de la Universidad Autonoma de Madrid. 

1. Diagonalizar las matrices dadas mediante un cambio de base ortonormal e indicar 
el cambio de base. 


a ) A = 


7 2 0\ 
2 6 2 
0 2 5/ 



2. Demostrar que todos los autovalores de una aplicacion antisimetrica no singular 
son imaginarios puros. ( Nota : jrf: E\-+E es antisimetrica si (x/x, y) = -(x, s/f).) 

3. Aplicar el proceso de ortogonalizacion en R 4 con el producto escalar usual a los 
vectores 


=(1,2,2, -1) , u 2 = (l, 1, -5, 3) , u 3 = (3, 2, 8, -7) 


4. Encontrar el coseno del angulo que forman los planos 


= plano generado por (1, 0, 0) y (0, 1, 1) 
n 2 = plano generado por (1, L 0) y (1, —1, 1) 


5. Demostrar que la suma de los cuadrados de las diagonales de un paralelogramo 
coincide con la suma de los cuadrados de todos sus lados. 
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6. Si x =(xj, y u z x ), f =(x 2 , y 2 , z 2 ) e ^ 3 demostrar que 

(x, yJ^^XjXz + Xzyj+Xj^ + ^y^ + z^ 

es un producto escalar en 1R 3 ; calcular la norma del vector tf = (l, —1, —1) con este 
producto escalar y el subespacio ortogonal el subespacio generado por V. 

7. Sea /: IR 3 i— > R 3 la transformacion ortogonal que respecto de la base canonica viene 
dada por la matriz. 



Decir que tipo de transformacion ortogonal es. 

8. Encontrar dos subespacio invariantes W 2 y W 2 de la aplicacion T: R 3 h- >R 3 con 
matriz 



\ 


y tal que dim Wj = 1, dim W 2 = 2. 

9. Sea la aplicacion T: IR 2 h-»[R 2 que tiene como matriz 



con respecto a la base iq = 




Encontrar la matriz de la apiicacion adjunta , T*, de T con respecto a la base (lij, m 2 } 
cuando en R 3 se considera el producto escalar usual. 

10. Sea (x, y ) = (xj + x 2 )(y 1 + y 2 ) + x 2 y 2 + x 3 y 3 un producto escalar IR 3 , donde 
5c'=x 1 T 1 +x 2 e , 2 + x 3 e' 3 , ¥ ~ y 1^1 +>' 2^2 + ^ 3^3 y {¥, C 3 } es la base canonica en IR 3 . 

Encontrar la proyeccion del vector V = <+ +~e 2 +~e 3 sobre el plano n: x 2 + x 3 = 0 con el 
producto escalar dado. 


11. Sea if t = 


tal que T tiene como matriz 


una base de IR 2 ; decir si la aplicacion lineal T: R 2 1 — > IR 2 



con respecto a la base {u u u 2 } es autoadjunta. jEs T una matriz ortogonal? 
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12. Clasificar el movimiento 



y encontrar sus elementos geometricos. 

13. Demostrar que el angulo /? es la mitad del arco que abarcan sus lados, es decir fi 

(p 

= — . (Ver figura adjunta.) 

[ Sugerencia . La composicion S s o S r es un giro de angulo doble del que forman r y s, 
donde r y s son las mediatrices de AB y BC, respectivamente.] 


/r 



/ 


14. Hallar las ecuaciones de la simetria en el plano con respecto a la recta x + y = 3. 

15. Encontrar las ecuaciones de la simetria con respecto al plano x + y + z=l. 

16. a) Encontrar las ecuaciones del movimiento M que se obtiene como compo- 
sicion de la simetria con respecto al plano 2x — y — z = 3 y la traslacion de vector 
~v=( — 2, 1, 3). 

b) Decir que tipo de movimiento es M y encontrar sus elementos geometricos. 

17. Determinar los valores de k para los que las formas cuadraticas dadas son 
definidas positivas: 

a) 5x{ + x\ + X x\ + 4xiX 2 — 2xjX 3 — 2x 2 x 3 

b) x 2 + 4xf + x 3 +2kx 1 x 2 + 10xjX 3 + 6x 2 x 3 

18. Encontrar una base ortonormal en la cual la forma cuadratica 3 x 2 + 3x 2 + 4xjX 2 
+ 4x!X 3 — 2x 2 x 3 se reduce a su forma canonica y encontrar esta forma canonica. 

19. Clasificar la conica 16x 2 — 24xy + 9y 2 — 30x + 40y = 5 y determinar su forma 
canonica. 

20. Demostrar que la conica llx 2 — 24xy + 4y 2 + 6x + 8y= — 15 es una hiperbola y 
determinar su centro y su eje principal. 
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21. Clasificar la cuadrica — 3z 2 — 2xy + 4xz + 4yz + 2x + 2y — 2z = 0 indicando su for- 
ma canonica. 

22. Clasificar la conica x 2 — 2xy+2y— 2 = 0 indicando su forma canonica. 

23. Reducir a una suma de cuadrados la forma cuadratica 2xy + 2z 2 mediante una 
transformacion ortogonal e indicar la transformacion. 

24. Determinar los valores de a y b para los cuales la aplicacion bilineal siguiente 
define un producto escalar en [R 2 que hace de este espacio un espacio euclideo: 


F: [R 2 x IRi— > R / F I 




= x i + ax i +(b-2)x 2 y 1 +(a 2 + b)x 2 y 2 


* * * 

Los ejercicios siguientes son de mayor dificultad que los anteriores. 

25. Demostrar algebraicamente que si M es un movimiento directo en el espacio con 
tres puntos fijos distintos y no alineados, M es la identidad. 

26. Sea A=(aij)" j=l una matriz real tal que a u > 0 y a n +a i2 -l ha in =l para todo 

i,j = 1, .... n. Demostrar que todos los autovalores de + son en modulo menor o igual 
que 1. 

27. Utilizar el problema 2 para demostrar que si S es una matriz antisimetrica 
(I + S) es invertible; demostrar, ademas, que (/ + S) _1 (/-S) es una matriz ortogonal 
con determinante +1. 

Utilizar esta construccion para obtener una matriz ortogonal a partir de la matriz 



28. a) Hallar la ecuacion de la superficie que se obtiene al girar alrededor del eje z la 
recta que pasa por el punto (a, 0, 0) y que tiene como vector director (a, /I, 1). 

b) Demostrar que si fl + 0 la superficie anterior es un hiperboloide de una hoja; 
encontrar su centro y sus ejes. 

Nota. Una superficie con la propiedad de que por cada uno de sus puntos pasa al 
menos una recta contenida en la superficie se denomina una superjicie reglada. <,Que 
superficies regladas conoces? 

29. Demostrar que todos los autovalores de una matriz real simetrica A estan en el 
intervalo [a, h] si y solo si la forma cuadratica con matriz A — A 0 / es definida positiva 
para todo / 0 <a y definida negativa para todo 2 0 >b. 
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30. a) Sea / el lugar geometrico de los puntos medios de todas las cuerdas paralelas 
al eje OX de la conica de ecuacion 


a n x +a l2 xy + a 22 y 2 + a 1 x + a 2 y + a = 0 (1) 

donde a u #0. Demostrar que / esta contenido en una recta y encontrar la ecuacion de 
esta recta (Sol.: ^a^^x + a^^y + a^ =0). 

b) Demostrar que si (1) es una conica con centro, la recta encontrada en a) pasa por el 
centro de la conica. (Esta recta se llama recta diametral.) 

c) encontrar la recta diametral de 

1) 3x 2 — 2xy + 3y 2 + 2x— Ay+ 1 =0 

2) x 2 — 2xy + y 2 + dx-6y+ 1 =0 

31. Hallar el angulo que forma la diagonal de un cubo con una de sus aristas. 
Demostrar que la proyeccion ortogonal de una arista del cubo sobre una diagonal 

coincide, en valor absoluto, con ^ de la longitud de la diagonal. 

32. En J( 2 (U), el conjunto de las matrices cuadradas de orden 2 con elementos reales, 
demostrar que (A, B)= traza (ABj es un producto escalar. 

Encontrar una base ortonormal para el subespacio M = {+ e^W/traza (/1) = 0}. 

33. Determinar todos los movimientos planos que transforman ,4 =(2,0) en A'( 1, 2) y 
£ = (0, 0) en B’ = ( 1, 0), precisando tipo, subespacios invariantes y elementos geometri- 


34. Sea V un espacio vectorial euclideo de dimension finita y V y W dos subespacios 
suplementarios de V. Probar que la proyeccion sobre W paralelamente a U es 
autoadjunta si y solo si U y V son ortogonales. 

35. Comprobar que todo movimiento del plano puede obtenerse como composicion 
de tres simetrias, y que 2 son suficientes para los movimientos directos. 

36. En un espacio vectorial euclideo E cuyo producto escalar tiene como matriz 


0 0 


2 -1 


0 -1 


en la base {u u u 2 , iT 3 }, hallar la proyeccion ortogonal u de u 3 sobre L{uj, u 2 }. 
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37. Determinar de las siguientes formas cuadraticas de !R 3 si son definidas positivas, 
definidas negativas, semidefinidas positivas, semidefinidas negativas o indefinidas: 

a) x 2 + y 2 + z 2 4- 2 xy + 4 y 2 

b) x 2 + 6y + z 2 + 2xy + 4y 2 

c) x 2 +y 2 +z 2 + 2 xy 

38. Clasificar el movimiento M de ecuacion 




y escribirlo en forma canonica si es posible. 

39. Clasificar la conica llx 2 - \ 6xy-y 2 + 2y = 0\ hallar su forma canonica y su eje 
focal. 

40. Se consideran las formas cuadraticas de IR 2 , P y Q, dadas en el sistema canonico 
de coordenadas (x, y) por 5x 2 + 2y 2 + 2xy e y 2 -2x 2 -8xy, respectivamente. Determi- 
nar un sistema de coordenadas (x', y') de la forma x' = ax + by, y' — cx + dy, 
a, b, c, deU, en el que se tenga P = x' 2 +y' 2 , Q = 2x' 2 + /ay' 2 para algunos X, fieU que 
tambieri se determinaran (la solucion estara completa cuando se determinen 
a, b, c, d, /.,'^s.R para, los que se cumpla lo pedido). 

41. ^Existe una transfoxmacion ortogonal o una autoadjunta de R 3 en R 3 que 
transforme (1, 1, 1) en ( x 3. 0 0) y al mismo tiempo (2, -1, -1) en (^/s, 1, 0)? 

42. Dada la forma cuadratica Q(x, y, z) = 35x 2 + 55y 2 +4z 2 — 42xy + 12xz — 4yz encon- 
trar una base tal que Q tenga la expresion 

Q(x', y' , z') = Xx' 2 + ny' 2 + vz' 2 

y decir si es definida. 

43. Sea M el movimiento de (R 3 dado por 



a) Determinar el tipo de movimiento. 

b) Hallar los subespacios invariantes y determinar los elementos geometricos. 
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I 

44. Clasificar la conica de ecuacion 

x 2 + 2xy + y 2 — bj2 x + bj~2 y = 0 

y encontrar su forma canonica, ejes, focos, vertices, ... 

45. Dada la conica de ecuacion 

ax 2 + 2axy + y 2 — 2x — 2y + a = 0 

determinar los valores del parametro a para los cuales representa un par de rectas, y 
hallar dichas rectas. 
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SOLUCIONES 


En las paginas siguientes se encuentran los resultados finales de muchos de los 
problemas propuestos en este libro. Esperamos que sirvan al lector como comproba- 
cion de su trabajo diario. Es necesario observar que aquellos problemas en los que se 
pide la demostracion de algun resultado no estan, por su naturaleza, incluidos en estas 
soluciones. 

Como ya se dijo en el prologo, la matematica no es un deporte para espectadores. 
E1 intento repetido de solucionar un problema produce mayores beneficios que la 
memorizacion de la teoria. Esperamos que los numerosos ejercicios acumulados al 
final de casi todas las secciones de este libro sirvan para que el lector no sea un mero 
espectador. 


CONSEJO : Mirar las paginas siguientes solo despues de intentar solucionar los 
problemas propuestos. 





CAPITULO 1 

1.1 

1 . a)xj=0, x 2 = l. b) Xj = — 1 , x 2 = 2. 

I 1 0 32/23 0 \ / 1 0 0 \ 

2. a) T l 1 43/23 0 b) ~0~[ 1 0 

\o o o[±j \o o[±) 



3. a) Xj = 1, x 2 = 1, x 3 = 0. b) x 3 = c, x 2 = — (1 +c), x 3 = 3 — 2c. 
c) Incompatible. d) Xi = 21, x 2 = 24, x 3 = 4, x 4 = 3. 

e) X[ =(15 + 3c)/8, x 2 = (ll — 25c)/8, x 3 = 0, x 4 = c. 

/) x i=x 2 = x 3 = l. g) x 3 = -1, x 2 = 0, x 3 = 1. 

, 2 4 

h) x ^ = - c, x 2 = -c, x 3 = c. i) Incompatible. 

/) *i=3, x 2 = 2, x 3 = 1. 

4. a) Compatible indeterminado. b) Compatible indeterminado. 

c) Incompatible. 

1.2 

2. a) L.D. (2, 4) = 2(1, 2). (?) L.I. c) L.D. (1, 2, 3) = (1, 3, 2) + (0, -1, 1). 

d) L.D. (2, 2, 4, 2) = (2, 1,3, l) + (0, 1, 1, 1). 

3. a) 2. b) 1. c) 2. d) 3. e) 3. 

4. a) 3. />) 4. 

5. a) Compatible, x^x^x^l. b ) Compatible indeterminado, Xj=5 — d x — d 2 , 

x 2 = 2 — d x — d 2 , x 3 =d j, x 4 = d 2 . 

1.3 

1. a) Nada. 6) Inyectiva. c) Biyectiva. 

2. Hay seis. 

4. a) sen [3x 2 + 16]. b ) 3[sen(3x — 5)] — 5. c) 3[sen(x 2 + 7)] — 5. 
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/ 1 0 0 \ / 1 0 0\ / 10 0\ / 1 0 0 \ 

■0 -1/7 0 01 0 -3 1 0 /4= 0 1 0 . 

\0 0 l/\l 0 l/ \ 0 0 1/ \0 0 1 / 

/ 1 — 2 0 \ / 1 0 0 \ /0 0 0 \ /1 0 0 \ /1 0 \ 

c) 0 10 0 1/3 0 0 10 1 1 0 /1= 0 1. 

\o 0 1 / \0 0 1/ \o -1 1/ \o 0 1/ \0 0/ 

/ 1 0 — 1 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ 

rf) 0 1 0 01-1 01 0- 

\ 0 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 — 1/2 / 

/1 00 \/ 1 o 0 \ /0 1 0 \ /1 0 0 \ 

■o 10 010100 /4= 0 10. 

\ o -1 0 / \ — 1 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 1 / 

I 1 —2 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ 

e) 0 1 0 0 -1/3 0 0 10 0 1 0- 

\o 0 1 / \ 0 0 1 / \o -1 1 / -2 0 1 / 

/ 1 0 0 \ / 0 0 1 \ / 1 0 — 1/3 \ 

• -3 10 0 10/4= 0 1 2/3 . 

\ 0 0 1 / \ 1 0 0 / \ 0 0 0 / 

/ 1 0 0 \ / 1 o 0 \ / 1 0 0 \ / 1 0 0 \ 

2. b) A= 3 1 0 - 0 1 0 0 -7 0 0 1 0. 

\o 0 1 / \ — 1 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 8 / 

/10 0 \ / 1 2 0 \ / 1 0 - 1 \ 

■ 0 1 -5/7 0 1 0 0 1 0 . 

\ 0 0 1 / \ 0 0 1 / \ 0 0 1 / 

3. /i/r 1 ^/ => i = |/i^- l | = |^|| / i-i|. 

5. /M' = (a 2 + 1 2 + c 2 + d 2 )I => |.4| = (fl 2 + /> 2 + c 2 +d 2 ) 2 . 

I 1 Xi 0 \ / 1 1 1 \ 

6. >1= 1 x 2 0 >■, > 2 > 3 => |X| = 0. 

\ 1 x 3 0 / \ 0 0 0 / 

7. a) ^f-x)"- 1 . b) (x-l)(x-2)- -(x-n+l). c) (n-lf-^n-l). 

9. D n = D n _ x -D n _ 2 . 

11. (x + 2)(x — 2) 3 . 

12 . (— 1 )" 1 2 "- 2 (« - 1 ). 

13. — 2(x - l) 3 . 
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8. T 1 (x, y, z) = ( — 2x — 2y + 3z, —y + z,3x + 4y — 5z). 

10. a) Xj=5/3, x 2 = 8/3, x 3 =0. 

b) x x = — 1/5, x 2 = 14/5, x 3 = 6/5. 

, 332 -239 55 1 

C)Xl_ 145’ X2 - H5 ’ X3_ ~ 58’ ~58’ 

11. m= — 5. 

/ \ / 1 0 0 \ 

/ cos a sen ol \ / 

12. a) • b) 0 cosa sena . c 


cos a sen a 
sena — cosa 


13. /(x) = 2x 2 — x+ 1. 

16. |y4| = a(a — l)"^ 1 ; A es invertible si a ^ 0 y a 1. 


1. a)r = 2. b)r = 3. c) r = 2. d) r = 2. 

2. r = 3 para toda a#3; r = 2 si a = 3. 

4. fc) x, = 8/9, x 2 = - 5/9, x 3 = x 4 = 0. 

c) Xj = 32, x 2 = 2, x 3 = 1 — 42. 

5. a) Incompatible. b) x^ = 1 1/4, x 2 = 3/2, x 3 = - 1 1/2. 

. 4 + 5t — 2 — 1 0r 4-10t 

c > x= - — , y = , z = — - — , t = t (indeterminado). 


3 3 9 

23 + 66r 27 + 2r 7-19r 

a) x = , y = , c = 

62 62 ’ 31 


, r = r (indeterminado). 


6. Todas las soluciones son (332 + 17//, 72 + 4/r, 2, 0, /r). 

CAPITULO 3 
3.1 

fx=l+2r) rx=l+4r) 

'■ %.-2, }• * + r-l=°. ‘){ y __3 t }.3* + 4,-3.0. 

(x= -5t- 1) 

C) i-3, + 2 }• 4 5 3 + 3.v-7 = 0. 

3. a) Coinciden. b) Se cortan en (1, 0). c) Coinciden. 

d) Se cortan en (3/7, —6/7). 


4. „){*-' + H 6) U = 2 +- f 
\y= -2 + rf |y=l+2r 


(x = 3) fx = r 

%=, ■ dt u 


5. y x 1 — 0, t g [R. 

^ = 1 -h fx = 2 + 0 

6 }. ’'- 2 +- | - ( )- «{ y = 2t }. 2x-y-4 = 0. 

, f- x = — 2 + r) 

c) i— 3_, r +, - 5 -°- 
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9. 

a) x + y — 2 = 0. 

6) t(4x— y) + s(x + y 


c) tx + sy = 0, 

f, s e R. 

3.2 




J x = 1 — 2f 

J x = 1 +f 

1. 

a) | y = 1 + 3f 

. b) y = 1 


( z = — 1 + f 

( z = — 1 — 3f 


c) 


4. 


5. a) 


x = t 
y=l-t. 
z = 2 — t 

2. a) Se cruzan. b ) Se cortan en (1, 4, 3). c) Se cruzan. 
x = 1 + f/2 
y = l + 5t/2. 
z=l + t 

3x + 6y+z — 11 =0| 

— 4x + 6y — 3z— 15 = 0j 
x = t — s 
y= 1 +t — 3s 
z= — 1 +4t — 2s 
x=l—t + 5s 
y = 2—t 
z = 3 — 4r + 3s 
x = lOf + 5s 
y= 1 +3t + 3s 

z= — 1 + 3f 
x = 2/3 + 1/2 
y = — 1/3 + 3f/2 
z = t 


9. a) l 3x - z + 1 = 

[2x + + — 2z = 0 


6) 


c) 


5x — _y + z = 0. 


3x + 1 7>) — 5z — 22 = 0. 


3x — 5> — 5z = 0. 



x = 1 + fa 
c) _y= — 2fa 
z = 1 — 1 td 


3.3 


1. a) v /5- b) - 


c ) 


Vl0’ 5^2 


d)x-3y-l=0. e) -2x — y + 5 = 0. 


, , 13, 

/) ( _ 2’ o ) + 


3 1\ /31 
2’ _ 2 ) ( _ 5’5 


h) 


v/io’ yio’ 


2. a) 1, 719. b) 0. c) z + 2 = 0. d) (1, 0, 0). 

/5 10 5\ / 2 1 4\ fx + 3y — 1 1 = 0 

e) \3’ T’ ~3 y > 3’ ~ 3’ _ 3/>y + z-l=0 

2 

g) — x + 4y + 7z — 6 = 0. h ) — — , 0. i) (1, 0, 0). 


x = 2f 

3. 6) 2x + z— 1=0. c) y = 0 

z= — 2 + f 


y = 0 

z = — 2 + x/2 


4) 


x = f 


1 


s yri 

y = t/Jn 

z = 2 + t(-X= 


1 2 

e) 1, — 
'5 5 


yr yrr, 

/» /p 


2 1 
x = f ( —= + 


y = f 


yr yrr, 

i 




, 1 3 

z = 2 + f I — = + - 


5 yrr 


9)( 4o,-i)4 3 ,-i. 


/?) x — 5y — 2z — 4 = 0. i) x — 5y — 2z + 4 = 0. j) 

1 3 


6. Punto de corte (1, 1, 1) 


x = 1 + f 
y= 1 +f 


> V M 

> 1 

v> >. 


x = 1 + f I - 


N 14 >1 

/ 2 1 

y— 1 + f — t= + - 


’ — 1 + t 


\ 14 v'H 

(~ 3 1 


2 l+ '» 


V>4 >; 

7. x — 2y + z — 6 = 0. 8. 3x + 2y + 6z — 6 = 0. 

9. 2x — 3y — 6z + 35 = 0. 10. 2x + 4y — 3z+ 18 = 0. 
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3.4 



b) (x — 2) 2 + y 2 =6. 


10 . 


11 . 



d) (0, 3). 
j x= 1 — t 1 

y=i + t [• 

( z = 1 — 4f ) 




7 26 
2 


n 

d ) 2e 



e) 3 i, —3 i. 


2 1 glni/6 gA-ni/6 ^Sni/6 ^10ni/6 

4n 

— I 

3. &) 0 = 1, coj =e lni,i , co 2 = e 3 . 

4.4 

1 /3 

1. a) 1, 2,3, 4. b) -1, 1, 

$ 2 ’ 2 ’ _1 ' ^ 3 ’ "~ 3 ’ 4l ’ ~ 4 ‘' 



c) 


, 3±V3i 

’ 2 


3.5 

1 . 8 . 2 . a) x + ly + z — 8 = 0 . 

c) -x + 2y-5 = 0. 


25x-3y- 144 = 0) 
8 x — 3z — 36 = OJ 


2. Las soluciones son e 2nil5 , e* ni/5 , e 6nil5 , e Sni,s . 
4. No lo contradice. 

CAPITULO 5 


CAPITULO 4 

1. a) 2.016 + 92i. 6 ) -1. c) 25. 

2. a) -i. b) 22 |o 4 '. c) (7 — i) 2 /100. 

3. a 2 — b 2 , (a 2 —b 2 )/(a 2 + b 2 ) 2 , (a 2 —\+b 2 )/(a 2 + b 2 —2a+\). 


4.2 


1. Solamente escribimos modulo y argumento. 

a) ^/2, 7 c/4. 6) 1, — 7 r/ 3 . c) 1, ln/6. d) 57r/4. 

1111 

2 . - 1 , 1 , — p + i- 7 =, - 7 =-i— p. 

72 /2 72 72 

4. a) 2, 0. ft) 1, 0. c) 7l8. 37 t——. 

4 

4.3 


1. a)72e V *7 72e 


2 w- 


57T 
— I 


. b) 2 e J , — 2 , 2 e 3 


c) i, e 


ln 1 Itt 


6 , e 6 


5.1, 5.2 y 5.3 

1. a) Si. fc) Si. 

2. a) Linealmente independientes. b) Linealmente dependientes. 

c) Linealmente dependientes. d) Linealmente independientes. 

e) Linealmente independientes. 

3. z=0, ±75. 

5. a) Si. b) Si. c) No. 

6 . {(0, 0, 1, 1), (1, L 0, 0), (1, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 1)}. 

7. No. 

9. dim T = n 2 — 1. 

10 . b) 17 = 417! + 2 ir 2 — «3 — 6 m* 4 . 

11. b) x = — (iTj +2u * 2 + 3ir 3 H h(n— \)u n - j +nu„). 

12 . = {x+ 1 , x — 1 , x 2 — 1 }. 

15. o / 1 ya / —2 

5.4 

1. a) No. b) Si, no. c) Si, no. 

2. a) No. b) Si. 

3. a) 2. b) 1. 


i 
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4. a ) Com 


/2 1\ _ /2 0 


v° 


2/ +C ° m ll 2 ] ’ L 



1 0 
0 1 
1 0 


0 1 
0 0 


0 0 
1 0 


/2 1\ /2 0, 

Com InComj )=L, 

1 » 2 ) V 1 V IV» > 

b) l', + F, = Pt 3 ’W y F,nF,-L!* ! -l,x(* 3 -l)[. 

c) L(sent, cos f) + L(e“, c _1 ') = L(sen t, e“, e~“), 

Z\sen t, cos t) n L(e“, e~“) = L ( cos f). 

5. a) Si, y 1 ® j^ = ^r 2x2 (C). 


1 . a) ( - 4/3, 5/3). ft) x'i + 2x' 2 + 1=0. 

2. (x'j — cos a) 2 + (x' 2 + sen a) 2 = 4. 

3. P = (3,0,0), «>(1, 1,0), u 2 = (l, -1, 1), tT 3 = (0, 1, 1). 

4 (x'i + 2^/2) 2 x'j 
9 9/4 


CAPITULO 6 
6.1, 6.2 y 6.3 
1. a) Lineal. b) No lineal. c) Lineal. d) Lineal. 


b) L{( 1, 0, 1), (1, 0, 0)}, dim (K 2 ) = 2, dim (A(V 2 )) = 2. 

c) L{( 0, 1, 2)}, dim (C 3 )= 1, dim (A(V 3 ))= 1. 


3. a) M B = 


-10 0 
0 1 -1 


. c B = 


c) 


1 1 1 1 >\ 
0 12 3 

0 0 13 

\ 0 0 0 1 / 


/° 

0 

-1 

°\ 


/1 

0 

°\ 

1 

0 

0 

-1 

. b) 

1 1 

1 

1 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

4 

\° 

0 

1 

0/ 


w 

3 

V 


\ 

/0 

1 

M 

■ c) 

1 

0 

0 

/ 

\0 

0 

-i/ 


/ -1 0 0 \ 

0-10 
0 0 1 

/ - 1/3 2/3 2/3 \ 

2/3 -1/3 2/3 . 

\ 2/3 2/3 -1/3 / 

6. 4° ^(x 1; x 2 , x 3 ) = (x 3 , 0, 0) y A" = A ° A° ■■■ ° A=0 si n^3 
B° A(x t , x 2 , x 3 ) = (x { , x 3 ). 



1 cos a 

— sen a 

0 ' 

/ 

a ) 

sen a 

cos a 

0 

1. b) 


\ o 

0 

1 / 



/ 2/3 

1/3 - 

1/3' 

\ / 

d) 

! 1/3 

2/3 

1/3 

• e) 


i -1/3 

1/3 

2/3, 

' \ 


b) Si, P ©/={/: [-1, 1] i-> IR}. 

c) Si, +1 ® K 2 = {/: [-1, 1] i— » IR//(0) = 0}. 

7. a) 

1 2 1 3\ 

1 0 1 

. b) | 

( 1 ^ 
-1 -1 

-J) 

5.5 


\ 2 0 g 


( 2 2 

3 / 


1 2 2 

8. a) x'=— -x + -y + -z 

2 1 2 
y' = -x — y + -z 
3 3 3 

2 2 1 

2= 3 X + 3 >,_ 3 Z 

, , 1 1 1 

0-x=2x--y+-z 

1 1 1 

y-- r +- 2 y+ r 

z' = — x — y 


2 1 1 

b) 

,1 2 1 

j-^+jy+jZ 

I 1 2 

*~3* + -,+ 5 z 


e) No lineal. 

f) Lineal. g) No lineal. 

j 

Z 1 

0 

0 



/i i o\ 



9. T(x 2 + 2x + 1) = 1 — 2x + x 2 + x 3 

0 

-1 

0 

1 

2. 

0 0 1 


a) L{( 1, — 1, 0), (1, -1, -1)}, dim (Kj)=2, &m(A(V,))=2. 

T((x - 2) 2 + x 3 ) = 3 + 5x + 5x 2 + x 3 

1 

0 

0 

1 


\ 1 0 1 ) 




\o 

0 

1 

0 / 


10. a) B = {(2, 1, 0), (3, 0, — 1)}. I I es la matriz de A\ Vi con respecto a B y la 

base canonica de IR 2 . c ' 

b) Observacion: C 2 y C 3 son espacios vectoriales sobre C; la base canonica de C 2 
es {(1, 0), (0, 1)} y la base canonica de C 3 es {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)}. 

I l+i\ 

B= {(/ 1)} ; i 

\ -1 / 

11. a) {(0,1,0)}. b) 2 = 2, {(0.0, 3,1)}; 2=1, {(1, 0, 0, 0), (0, 1, 0, 0)}; 2 = 0, 

{(0, 0. 0, 0)}. 

7T . 

c) £(c 3 ’) = {( 0, 0, 0)}. 

1. 


12 . 
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1. a) ker (^4) = {f(l, 0, -l)/teR}, img(.4)= {f(l, 0, l) + s(0, 1, 0 )/t, selR}. No inyectiva, 
no suprayectiva. 

b ) C 2 se considera como espacio vectorial sobre C. ker(B) = {(0, 0)}, img(B)= C 2 ; 
inyectiva y suprayectiva. c) ker (C)= {(0, 0)}, img (C)= {r(l, 1, 2, 1) 
+ s(0, 1, 0, 2)/'f, seR}. Inyectiva, no suprayectiva. 

d) ker (D) = {a(2i, -2, l)/aeC}, img(D) = {a(l, 0, i)+P(0, 1, 0)/a, ^eC}; no inyecti- 
va, no suprayectiva. 

2. a)kerM B = if|^ ^ °^J, Img M B = i^|^, ^J; no inyectiva, supra- 
yectiva. 

“)(® “)(o })} "O myecuva, 

no suprayectiva. 

c) ker(/l) = {0}, img(A) = Pk 3) [x]; inyectiva, suprayectiva y biyectiva. 

d) ker (O) = jSC{ 1 }, img(D) = / > |*~ 1) 'M; no inyectiva, suprayectiva. 


3. ker(T) = {(a i; .) (J eA,* n /L a„ = 0j; dim (ker T) = n 2 - 1; 

img(T)=K; dim(img(T))= 1. 

5. a) f : C 5 i-» R 10 / / (a t + ib t , a 2 + ib 2 , a 3 + ib v a 4 + ib 4 , a 5 + ib 5 ) = 
= (a t , b j, a 2 , b 2 , a 3 , b 3 , a 4 , b 4 , a 5 , b 5 ). 

b)f : P$ ) [_x']h->C n+1 /f( t a,.x ( W 0 , a x , ..., a„). 


c) f: Jt) x2 (U)-+U 6 /f c d =(a,b,c,d,e,f). 


1. Efx u x 2 , x 3 ) = x 2 -x 3 , E 2 (x u x 2 , x 3 ) = x 3 -x u E 3 (x u x 2 , x 3 ) = x x -x 2 + x 3 . 

2. E^ao + a^x + a^x 2 + a 3 x 3 ) = a 0 — a 1 +2a 2 + 2a 3 
E 2 (a 0 + a ^x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = a 2 

E 3 (a 0 + a ( x + a 2 x 2 + a 3 x 3 ) = a 2 + a 3 
EJao + a^x + a^x 2 + a 3 x 3 ) = a 3 


CAPITULO 7 


1. a) 1, -2. 6)3. c) No hay. d) - 1. e) ±1. /) 0, ^5, -^5. 0)1. *) -1, 

" 2 -' 2 ' , k , 

/0 o o \ -1 0 0 

2 ' a) u “) 10 (~i ;)• /)io 1 1 *) 0 -1 0 . 

2 ' ' 0 ' \ 0 0 3 / \ 0 0-2 


Soluciones 


615 



4. a) 2i = 2 2 = 2 3 = -1; c(l, -1,-1) con c^0. 

6) Aj = l, A 2 = 2 3 = 0; c( 1, 1, 1), c(l, 2, 3), con c#0. 
c) 2j = A 2 = 1; c(0, 0, 0, 1), c#0; 2 3 = A 4 = 0; 

Cj(0, 1, 0, 0) + c 2 (0, 0, 1,0), Cj • c 2 #0. 

I 1 0 0 \ 11 1 \ / 2 0 0 \ / 1 1 1 \ 

5. a) 0 2 0 y P= 1 1 0 .6) 0 3 0 y P= 1 1 0 . 

\ 0 0 2 / 1 0 -3 / \ 0 0 3 / \ 1 0 1 / 

/10 0 0\ /10 0 — 1 \ 

0 1 0 0 _ 0 1 -1 0 
c) 0 0 -1 0 y 0 1 1 0 

\ 0 0 0-1/ \io 0 1/ 

6. 2 = 0 y polinomios de grado cero. 

7. Si 6 = 0, la matriz ya es diagonal; si 6#0, la matriz es diagonalizable si y solo si 
a/ — 1. 

8. No es diagonalizable en ningun caso. 

10. Autovalores 2 = 6, 2 = + v ' / a; a = 0 no diagonalizable; a > 0 diagonalizable; 
a < 0: autovalores complejos y, por tanto, no diagonalizable en forma real. 

11. 2j = 5, 2 2 = 0; c 3 (2, 1), c 2 (-l, 2), c ( ^0, c 2 /0. 

12. 2j = l, 2 2 = — 1; (P, 1-a), (P, -1-a). Simetria: S 2 = I. 

13. 2j = 1, 2 2 = 0; (a, /), (/?, -a). Proyeccion: P 2 = P. 



3. 



7.4 

/1 0 0 \ /l 1 1 \ /0 0 0\ /1 1 1 \ 

1. A: d = I 0 2 0 , P= 1 1 0 I ; B: J= 0 -1 0 , P= 1 -3 1 

\ 0 0 2 / \ 1 0 1 / \ 0 03/ \ —3 40/ 

1 0 0 \ / 1 1 n 3 0 o\ / 1 2 °\ 

C : J = 0 2 0 ,P= 1 0 1 I ; D: J= 0 3 1 , P= 0 1 1 

\ 0 0 3 / \ 1 1 0/ \ 0 0 3 / \o 1 0/ 
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/ 2 1 0 \ / 1 — 2 1 \ / -1 0 0\ 

E: J= 0 2 1, P = 0 10 ; F: J= 0-1 1 , 

\ 0 0 2 / \-l 10/ \0 0-1/ 

' 0 -! 1 \ 2 0 0 \ / 1 1 1 \ 

P= 1 — 1 0 ; G: 7= 0 2 1 , P = 1 4 0 ; 

\ o 10/ \ 0 0 2 / \ 1 30/ 

/o 0 o\ / 1 1 o\ 

H: 7 = 0 1 0 1, jP = I — 1 1 1 

\0 0 1/ \-l 0 l) 

I 1 1 1 \ 1 0 0 \ / 1 1 1 \ _1 

2. C 6 = 1 0 1 0 2 6 0 1 0 1 

\0 1 0 / \ 0 0 3 6 / \ 0 1 0/ 

3. F 1 = if{(2,2, -1)}; K 2 = if{(l, 1,0)}; K 3 = if{(0, 1, 1)} 

K 4 = if{(l, 1, 0), (0, 1, 1)}; F 5 = if{(2, 2, -1), (0, 1, 1)} 

F 6 = if{(2,2, - 1), (1, 1,0)}; V n = {(T}; E 8 = R 3 . 

4. =0 doble; (-/., a, 0), (-/j, 0, a); k 2 = V, (fi, v, y). 

7.6 

4. c) /1 = 0, 1; A= ±1; k = e 2nik/ \ k = 0, 1, ..., n — 1; /= ±i. 

7.7 

/2 1 0 o\ /- 1 2 1 3\ 

0 2 0 0 -1 1 06 

Li/ ~ 0020 ,jP_ -10 07 

\o 0 0 1/ \ 0 0 — 1 1/ 

/2 1 0 0 \ / l 1 — 1 0 \ 

0 2 0 0 0 0 1 0 

2 7= P = 

0 0 2 1’ 1 0 0 0' 

\0 0 0 2 / \00 Ol/ 

/l+i 1 0 0 \ /0 1+1 0 1 — i \ 

3 j_ 0 1 + 1 0 0 _ 3-1 1-51 3 + 1 1 + 51 

0 0 1-1 1 ’ “ 1-21 0 1 + 21 0 
\ 0 0 0 1 — 1 / \ 0 1 0 1 / 

7.8 

I 1 0 0 \ /01 0 \ 

1. a) 7= 0 0 y3 , P= 1 0 0 

\ 0 -^/3 0 / \ 1 0 -^3 / 
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Soluciones a algunos ejercicios de repaso de los capitulos 1 a 7 

1. (Xj, x 2 , x 3 , x 4 ) = ^-^, 0, 0^) + c^, 0 ), ceR - 

2. r = 2. 3. (Xj, x 2 , x 3 , x 4 , x 5 ) = (7, —1, 2, 3, 0). 

4. Si a + 6-2a6#0, sistema compatible determinado. En este caso: 

Jl-a)(Z>-l) _ 1 — a _ 1-6 

(a + b) — 2ab ' * (a + b) — 2ab ' (a + b) — 2ab 

Si a + b — 2ab = 0, a+ 1 y 6/1 Incompatible. 

Si a + b — 2ab = 0, a= 1, 6=1 Compatible indeterminado. 

x = 0, y = 1 — t, z = t, telR 
Si a = 0 y 6 = 0 Incompatible. 

5. Si x#a y x# — a + 26, r = 4. [Sug.: Utilizar transformaciones elementales.) 
Si x = a, r = 2; si x=— a±26, r = 2. 

6. Si x#0 existe inversa y es 

/X 3 —x 2 x —1 

1(0 x 3 -x 2 x 

x 4 0 0 x 3 —x 2 

\ 0 0 0 x 3 

[Su 0 .: Utilizar transformaciones elementales.) 

7. (Xj, x 2 , x 3 ) = c(l, 0, l) + 7(0, 1, 0). 

8. a) a#2. 6) 5x{ + 2x 2 + 1 0x 3 = 1 . 
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9. 

12 . 

13. 

14. 

15. 

16. 
18. 

19. 

22 . 

23. 

24. 

25. 

31. 

32. 

33. 


a x a 2 ---a n . 

a) (x,y)=( 3, 1 ) + t(a, 1), teU, aeU. b) 3x-4y-5 = 0. 

x — 2 y + 1 z — 8 
a)(2, -1, 8). *)— =— “-j - - 

x— 1 y — 1 z— 1 

^T =_ r~ ^2~' 


— 1 3 3 3 /’ 2 1 o o o/ 34 v 


7 17 -2 
9’ 9 ’ 9 


1/VI38. 17. (H, 1, -I) + rt 5, 3, - 4 y 


/13 4 2\ / 5 8 4\ / 1 10 9\ /9 _6 _U\ 

(y _ 7’ 7J ’ ( - 7’ r y ’ V 7* 7 ’ 7; ’ Vr ~r i) 

-2 2 1 

Vol = — 13 -11 -12 

49 

-5 1 -18 

— 4x + y + 3z= — 4. 20. (0,2, — 2) + t(0, 1, 1). 

a) x = 1, x = 2 + i, x = 2 — i. 

I' 1 1 ‘\ 

0 1-2 3 -4 

a) += 0 0 1 -3 6.6) 7 + 8(x— l) + 3(x — l) 2 + 2(x— l) 3 + (x— l) 4 . 

0 0 0 1 -4 

\0 0 0 0 1 / 

Dimension = 3; {(1, 0, 0, -1), (2, 1, 1, 0), (1, 2, 3, 4)} es una base; x-y-z+t=0. 
Esta generado por dos vectores: u x y u 2 (por ejemplo). 

/ 000 \ / -i 1 1 \ / 0 0 0 \ 


5 8 4' 


\0 0 1/ 

/ -1 1 -1 

c= 1 1 0 

\ 1 0 1 

/1 0 0\ 

7^= 0 2 0 

\0 0 -1 



/ -1 

1 

1 \ 

/0 

0 

0 

con C = 

1 

1 

0 ; J b = 

0 

1 

0 

/ 

l 1 

0 


\0 

0 

1 / 



1 0 

1 

o\ 

; A 3 = 

1 

0 

0 


\0 

0 

8/ 


No. Sus autovalores son 0 y 2 con dim (ker (A)) — 1 y dim(ker(+ 21)) 1. 
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34. J A = 


1 1 0 
1 1 


35. a) -A 3 + 4A 2 -5A + 2. 

/0 0 0 \ / 1 0 0 

6) 0 0 0 . c) -3i 0 1 0 . 

\ 0 0 0 / \ 0 0 1 / 

36. a) Autovalores Aj=(n- 1 ) doble, A 2 = n + 2; dim(ker(+„-(n-l)/)) = 2. 

n +1 -1 -1 ' 

6) n/1, n#— 2 ; A„ _1 =- — — — -1 n + 1 -1 . 

(n — l)(n + 2 ) 

\ -1 -1 n+ 1 / 

c) n= 1, ker + j = {(x, y, z)/x + y + z = 0}, img(Aj) = {(u, to, t)/n = to = t} 

n= -2. ker A_ 2 = {(x, y, z)/x = y = zj, img(/l_ 2 )={(u, w, t)/u + w + t = 0}. 

37. 0, 1, 3 10 . 

38. a^l y a#2 Compatible determinado 
a = 1, b 7 ^ — 1 Incompatible 

a=l, 6=— 1 Compatible indeterminado: { Y ' ^* 3 1 

X^ = — 1 + 6 X 3 


a = 2, b^— - Incompatible 
3 

n — 2, 0 Compatible indeterminado: 

x:- 1 _y-2 z+ 1 


’x i=2/5 

x 2 = — 1/5 + 2x 2 


40. a) Cj = (2, 1, 3), c 2 = ( — 2, 1, — 1). 6) Dj = (1, 2, 1), D 2 = (1, 0, 1). 

41. {x 2 + 2x 2 + x, — 2x 3 — 4x 2 + 1} es base del nucleo. 

(x 2 — 2x, x+1} es base de la imagen. 

42. Si. b) Recta t(2, 5, -1) y todas las rectas contenidas en el plano t(- 2 1 0) 

+ s(0,0, 1). ’ 

43. 5, 3 y 2. 


44. a) 


'7 7 1 


6 ) ( 1 , 1 , 0 ). 


45, a) D=(0, J, 1). '’)£ = (/}. 4) y £'-(/,}, -2/ 

46. a) No hay. b) L({(2, 1, 1)}). c ) IR 3 . 
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2 -11 6 
47. 1 -7 4 


\ 2 -io/ 

48. a«=l; — — u 2 + u*3 = 0- 

49. (0, -1, -l) + f(l, 2,4) ; ; 


2x — 3y + z = 2 


m 2x + y-z = 0J 

50. 3x-4y=10 6 3x-4y= -10. 

/ 5 — i -4 + i' i— 1\ 

51 ' ^ \— 1 — 5i 1+4/ 1 + iJ' 

b) ker(A) = L{(4-i, 5 -i, 0), (1-i, 0, 5-i)}; img (A)=L{(c, 1)}. 
52. La matriz es diagonalizable para todo — 1. 


CAPITULO 8 
8.1 y 8.2 

1. a) No. b) No. c) No. d) No. e) Si. 

2. ||x||=V^^cI; cos^(x,>f) = - 

N 

3. 7i/2. 4. arccos(l/,/n). 


2x ^ y ^ + 3x 2 y 2 + 2x 1 y 2 + 2x 2 y 1 
/ 2(x ^ + x 2 )^ + xf +y 2 ) Z + yl 


2 ^ M 

1. La matriz del producto escalar es I 1 1 3 

\5 3 14/ 

2. jTj = (1, 0, 0), y 2 =( 0, -2, 0), y 3 =( 0, 0, 5). 

/1° -! 1 \ /- 19 87 61 -72\ 

4. {(1, 2, 1, 3), ^y, — , 3 , \ i 85 ’ 185’ 185’ 185 / 

5. a) {(1,1,1)}. b) {(2, —1, 0), ( — 4, 11, —6)}. 

6 ' {0? “■ °’ °) ( 0> T’ °' T’ °) (T' °' T’ °’ V? 

7. ^(187, 55, 33, -99). 

8. c = -~ a +^ V +^( 7,6,25,19,1). 

'°' {01' °' 7l)' (“7T 7?' ^)1' 
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b) 


c) y.. o 
'-v 2 \ 0 0 -1 
r f 0 0 0 

^ 0 1 0 
V 3 \ 0 0 - 1 


10 0 \ / 0 1 0 \ j 0 0 1 

00 0,000 ,000 

0 0-1/ \ 0 0 0 / \ooo 

00 0 \ /0 0 0 \ /000 

01 0 , 001 , 000 

00-1/ \ 0 0 0 / \ 1 0 0 


0 0 0 \ 
10 0 , 
0 0 0 / 

0 0 0 \, 


0 0 0,0 0 0 
10 0/ \ 0 1 o 


1. a) IL 1 = L{(1, 1, — 1)}. b) H^Lfll, 1, 1, 1), (3, 0, 1, 1)}. 

2. a) p ^( r ) = ^[(2xi+4x 2 -3x 3 -3x 4 )(l, 2, 0, - 1) + ( - 3x^ - 6x 2 + 14x 3 

— 5x 4 )(0, 0, 1, -1). 

t) /v,3.2,(*)=^( 17 > - 4 ’ 3 > 3)+?un 

4. r = (3, 1, -1, -2)eL(Si, F 2 ), Jt = ( 2 , 1, -1,4)1^, F 2 ). 

5. [Ejercicio 10, seccion 8.3: a) VL J =L(L L — !)• b) W =L{x , x , 1}. 


7 1 

0 

°y 

0 

1 

0 

l\ 0 

0 

1 / 


a) IL 1 = {4 e ,#3 >< 3 ( IR)/ a ^ 1 — «22 — a 33 — 0}- 

/ x n 0 0 \ 3 3 

b) P W (X)= 0 x 22 0 ; min d( X, W) = £ £ x4-(x n +x| 2 + x^ 3 ). 

i=l 2=1 


0 0 x. 


6. p^x )=— [(5xj + 5 x 2 — x 3 + 2x 4 )(1, L — 1, 0)+(2x t + 2 x 2 + 4x 3 + 3x 4 )(0, 0, 2, 1)]. 

8 . «>=( 2 , 1 ,- 1 ). 

8.5 y 8.6 

1. Todas las aplicaciones dadas son autoadjuntas. , ^ 2 0\ 

2 a) No es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de R 3 es 0 1 2 . 

\ 1 1 1 / 

I 1 2 1 \ 

b) Si es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de [R 3 es 2 0 3. 

1 3 1 / 
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51. a) 


49. (0,-l,- 1) + ^2,4) ; f- 3y + Z - 2 

2x + y — z = 0 

50. 3x — 4_v=10 6 3x — 4y=— 10. 

5 — i -4 + i i— 1' 

v — 1 — 5/ 1 +4i l + iy 

fe) ker(X) = L{(4-i, 5 — i, 0), (l-i, 0, 5 — i)}; img(A) = L{(c, 1)}. 
52. La matriz es diagonalizable para todo a# — 1. 


CAPITULO 8 
8.1 y 8.2 

1. a) No. b) No. c) No. d) No. e) Si. 

2. cos 4 (?, 

^(xj+x^ + x^ v / 2(y 1 +.y 2 ) 2 + / 

3. 7r/2. 4. arc cos ( 1 /,/h). 

8.3 


4. {(1 2 1 3) (— - l 1 -l^i ^ il l 1 Zl 2 

’ ’ \3 ’ 3 ’ 3’ / ^ 185 ’ 185’ 185’ 185 

5. a) {(1,1,1)}. b) {( 2, -1,0), (-4, 11, -6)}. 

6 ' {(/75' °' 75 °' °) (°’ /5' °' 71' °) (ts- °' tI’ °' / 

1 

7 - 2^(187, 55, 33, -99). 

8- c = +^6+^(7, 6, 25, 19, 1). 

a) fe' °' Tl)' (“75' 75' T?)}' 



/0 0 0 
1 0 0 
\ 0 0 0 
/0 0 0 
0 0 0 
\ 0 1 0 
8.4 

1. a) W l = L{( 1, 1, -1)}. b) W l = L{( 1, 1, 1, 1), (3, 0, 1, 1)}. 

1 

2. a) /V(r )=— [(2xj +4x 2 — 3x 3 — 3xJ(l, 2, 0, — l) + ( — 3x, — 6x 2 + 14x 3 


■ 5x 4 )(0, 0, 1, -1). 


1 


b) p m 3 . 2 ) (r)=-( 17 , -4, 3, 3 ) + P w (x). 

4. 0=(3, 1, -1, -2)eL(V ly F 2 ), /T = (2, 1, - 1, 4) lL^, F 2 ). 

5. [Ejercicio 10, seccion 8.3: a) kF x = L(l, 1, -1). b) kk 1 = L{x 3 , x 2 , 1}. 


c) W l = L 


[/« 

0 

0 \ 


0 

1 

0 


11 0 

0 

ly 



•] 


/ 2 1 

5 ) 

a) M/ 1 = {Ae,// 3x3 (R)/a 1 j=a 

1. La matriz del producto escalar es 1 1 

3 


( x n 0 0 \ 

V 3 

14/ 

b) P W (X) = 

0 X 2 2 0 

2. )+=(!, 0, 0), y 2 = (0, -2, 0), y 3 = (0, 0, 5). 



\ 0 0 X 33 / 


; min d(X, W)= £ X xfj-(x 2 n +x 2 22 + x^ 3 ). 

i=i j=i 


1 


6. P if (x ) = [(5x j + 5x 2 — X3 + 2X4)) 1 , 1, - 1, 0) + (2xj +2 x 2 + 4x 3 + 3x 4 )(0, 0, 2, 1)]. 

8 . u f = ( 2 , 1 ,- 1 ). 

8.5 y 8.6 

1. Todas las aplicaciones dadas son autoadjuntas. , ? 0 ' 

2. a) No es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de R 3 es 0 1 2 

l 1 1 1 / 

I 1 2 1 \ 

b) Si es autoadjunta, ya que su matriz en la base canonica de R 3 es 2 0 3 

\ 1 3 1 / 
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1 0 1 \ 

0 10. [ Sugerencia : Calcular a, b y c en la igualdad 

10 1 / 


CAPITULO 9 


1. {(z u z 2 , z 3 )eC 3 /z 3 = iz t }. 

2. No, si, no. 



4. A tiene en la base tT,=(0, 0, 1), tT 2 =(l, 1, 0), tf 3 — (1, — 1, 0) la forma diagonal 


/ - 10 0 \ 
0 i 0 

\ oo-«/ 



(La primera es unitaria y la segunda simetrica-conjugada.) 


Observaciones sobre el problema 5 

con |a| 2 + |b| 2 = l y S = ^ con r, seR. Escribiendo 
C ) e igualando, se obtienen varias ecuaciones, que se van resolviendo 

■V 

hasta obtener el resultado. 

6. a) (z+mu+iv) = (z,u) + (I? v) + i[ - (z, tT) + (vg *T)] = (u+iv,z+ ivv). 

b) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo. 

c) Se deduce de la propiedad distributiva del producto euclideo. 

d) (u +w,u + itf) = (tf, u ) + (tf If) + i[— («f tf) + (it, u )] = 

= ||tf|| 2 + ||TT |! 2 > 0 salvo si tf = F = 0. 
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d) X' = 


/ 12 ^2 \ 

/ 

5 + 7 o 

+ 

1 772 

\5 10 } 



_\/2 7^2 

10 10 

V 2 72 

10 10 I 


a ) Giro de angulo 7t/3 y centro P = ^ — 1— v 

fc) Simetria deslizante: Eje (2 — ^/2)x 1 — y /2x 2 +~^ = 0. Vector: 


Z 2 _A 1 

4 ’ 4 2 


3. a) Giro de angulo 7r/2 y centro (1, 1). 

b ) La simetria deslizante de eje x 2 = l/2 y vector (1,0). 

4. a) Traslaciones de vector ~v paralelo al eje de simetria. 

b) Giros de angulo n y centro perpendicular al eje. 

c) Simetrias respecto a rectas perpendiculares al eje. 

5. a) Traslaciones; simetrias respecto de rectas con vector director u* 0 ; simetrias 
deslizantes respecto de rectas con vector director tf 0 . 

b) Giros de centro P 0 ; simetrias respecto de rectas que pasan por P 0 . 

10.4 y 10.5 

/ x \ r/ 3 \ 1-2 3 —6 \ / x \ " 

1- a) S„ y = / -1 + 3 6 2 y 

\z \ 2 \ -6 2 3 \z 


b) M \y 


c) G y = 1 + 


2 \ 

I 

0 

-1 1 

-2 

,+ - 

1 

0 1 

0 / 

l 

0 

0 

- 

\ 

1 ° 

1 

0 \ 

1 

+ 

0 

0 

-1 



\ _1 

0 

0 i 

\ 


d) M ° S n y = 


15 

17 + 


-3 -6 -2 
2-3 6 

6 -2 -3 


2. a) Simetria respecto al plano n: x — ^/2y — z = - 


con vector de 


deslizamiento (3 — ./2, ./2 — 2, ./2+1). 

4 

6) Movimiento helicoidal: r: (x, y, z) = -(l, 0, 1 ) + /( 1 , 1, —1); giro a=120° en el 

sentido del sacacorchos para que avance en la direccion (1, 1, —1); vector de 
1 

deslizamiento -(2, 2, —2). 


j 
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c) Movimiento helicoidal: r: {x= 1, z= 1}; giro a= -90° (el sentido de giro positi- 
vo es el del sacacorchos para que avance en la direccion (0, 1, 0)); vector de 
deslizamiento (0, 1, 0). 

d) M 3 ° M 2 es un movimiento heicoidal: r: {y = 1/2, z = 3/2}, giro a = 90° en el 
sentido del sacarcorchos para que avance en la direccion de (1, 0, 0); vector de 
deslizamiento: (2, 0, 0). 

M 2 ° M 3 es un movimiento helicoidal: r: {x = 3/2, y= — 1/2}, giro a=— 90° (el 
sentido de giro positivo es el del sacacorchos para que avance en la direccion de 
(0,0, 1); vector de deslizamiento: (0,0, —2). 

3. Todos los movimientos que afectan solo al plano x_y y la composicion de estos 
movimientos con una simetria respecto a este mismo plano xy. 




3 \ 1 0 0 

3 + 010 
0 / \ 0 0 1 


x 

y 

z 


vector de traslacion (3, 3, 0). 


6 . 


b) Vector de traslacion: 2V, donde tf es un vector normal a los planos, que va 
uno de los planos al otro. 



4/3 \ 1/3 -2/3 2/3 

4/3 + -2/3 1/3 2/3 

10/3/ \ —2/3 -2/3 -1/3 


x 

y 

z 


r: 


z= 1 
x + y = 3 


Giro a = arccos(-l/3) en el sentido del sacacorchos para que avance en 
direccion (—1, 1,0). 

b) E1 eje es la interseccion de los dos planos. 

c) E1 angulo de giro es el doble del angulo que forman los planos. 


de 


la 



11.5 

2. y 2 — 6x + 2y + 4 = 0; y 2 + 2_y + 6x — 20 = 0. 

3. 3x 2 — 4x_y — 4 = 0. 
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4. x 2 + 9_y 2 + 8x — 36y + 43 = 0. 

5. 20x 2 — 5_y 2 — lOy — 41 =0. 

6. 64x 2 + 1 6 xy + 76_y 2 — 393x — 87_y + 596 = 0. 

11.7, 11.8, 11.9 y 11.10 

1 x . 

1. Parabola; V=-(l, 5); forma canomca y l = —=\ eje: x+y= 3. 

2 V 2 

1 12x 2 18y 2 2 

2. Hiperbola; C = -( 1, —2); forma canonica — — = 1; ejes; y = 2x — -, 2y + x 

6 5 5 j 


+ --0. 

3. Dos rectas paralelas; x — y— 1=0, x — _y + 5 = 0. 

4. Un punto (—1, 1). 

3 5x 2 20 v 2 3 1 

5. Elipse; C=—j=; ——+——-= 1; e = — T ; C=-(l, 2); ejes: x + 2y-l=0, y = 2. 

v 5 12 12 V 5 5 

6. Tipo parabolico: dos rectas coincidentes (x + 2y — 3) 2 = 0. 

x 2 y 2 

1. Hiperbola equilatera; C = (— 1, 3); — — = 1. 

8. Tipo hiperbolico; dos rectas x — 2_y + 3 = 0, x+y— 1=0. 

4x 2 4y 2 1 1 

9. Hiperbola equilatera; — — =1; asintotas x — _y + - = 0, x + _y + - = 0 

x 2 9y 2 1 1 1 

10. Elipse: y+— =1; C = -(-3, 1); ejes: y = x + ~, y=-x--. 

11. No tiene soluciones reales. 

x 2 y 2 /- 

12. Elipse; 1 — -= 1; ejes: x — y= — 1, x + y= —1; C = ( — 4, —3); focos: (—5 + ^/3, 

8 16 


-4 + ^3) y (-5-^3, — 4 — y/3). 

13. Parabola; 2y 2 = y/2x. 

14. a) y = + (1 + yjl) x b ) 


, , 4 11 3, 4 1/ 

b) y + 5-+ x -5 ))y+ 5 = 2\ X - 


15. a) V = (0, 0), eje: 4x = 3 y b) V = 


eje: 4x = 3y. 


CAPITULO 12 


/ 2 -3/2 3 \ 

1. a) -3/2 4 0 . b) 


6 -3 


-3 -3 


3 • c) 


a n = 0, i = 1 , 2, ..., n 

«i; = (*-/) 2 /2, »#/ 


m l 
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4. a) -yx ? Alyj + zl b) x\-y\. c) x\-4 yj-zj. 

5. a) 2x\ — 3y\. b ) -6x\ + J5y\-J5z\. c) x\ + J\ y\-j3z\. 


1 2 1 2 1 2 1 2 

d) 2 “ 2 J ’ 2 + 2 + 2 }U ' 


6 . a) 


2 2 1 


1 2 2 


3 3 3 ’ 3 3 3 ’ 3 3 3 


, 3 * 2 + 6y\ + 9z\. 


-L(2, -1, 2, 0), -L (2, - 1, 5)| , -2^i + 4^ + 4 + 

nz 0 )> “ 7 + (l’ — J' - 0 ’ ~+ ( 1 . — 1 ' 2)1 , x\ + 2y\ — z\. 


12.3 

7. a) x 2 — y 2 + z 2 ; indice de inercia positivo = 2. 

b) x 2 + y 2 — z 2 ; indice de inercia positivo=l. 

c) x\—y\ + z\; indice de inercia positivo = 2 . 


x ^ = 2 x — y + z j 
yi=(y+z )/2 
Zi =(y-z)/2 ) 


12.4 

8 . Ningun valor. 9. /? e ( — oo, — 1). 

10 . {(x, y, z)elR 3 /|z|<l, J# 0 }. 

11 . a) x= — 1 , y = 0 es un minimo. 

b) ( 2 , — 2 ) y ( — 2 , — 2 ) son maximos. 

c) ( 1 , — 1 ) es un minimo. 

13. a) 0 <a< x /2. b ) Nunca. 


12.5 

14. A(x, x ) = x\ + x\ ; B{x, x) = 4x\— 2x\ ; C = — — ( 

V 2 V - 1 -1 
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CAPITULO 13 

1. a) Elipsoide; x 2 + y 2 +4z 2 =l; centro = (0, 0, 0). 

b) Hiperboloide de dos hojas con eje en la direccion de OY; 


centro = ^ — 2 , — lj. 

, 1 , 1 , 

c) Hiperboloide de una hoja con eje OY; — 2x 2 +-y 2 — -z 2 = — 7; 


centro = ( — 6 , — 1 , 0 ); ejes {x= - 6 , z = 0 }, {y= - 1 , x = z- 6 }, {y = — 1 , z= -x — 6 }. 

9 , 9 , 4 r- 

d) Paraboloide hiperbolico; -x — -y 2 +- v /Az = 0. 

4. a) No tiene soluciones reales. 


13 

b ) Hiperboloide de dos hojas; — x 2 + (3 + y/6)y 2 — (3 — J~6)z 2 =~^. 

c) Hiperboloide de una hoja; -x 2 - s/\ly 2 + J\lz 2 = — 


d) Elipsoide; x 2 + - + - y 2 + ( r 


' 5 V i7 \ 2 f 5 2 1 
2 2 V \2 2 2 


e) Hiperboloide de una hoja. 

/) E1 punto (0, 0, -1). 

1 +V 5 , i-Js , 

g) Paraboloide hiperbolico; — - — x + - — y — — 2z. 


Soluciones a los ejercicios de repaso de los capitulos 8 a 13 


3 0 0 


1. J a = \ 0 6 0 con C= -2 12 


0 0 9 / 

, U 2 ->/3 1 \ 

7 = ./2 0 -2 . 


1 -2 2 



( 2 

0 

0 \ 

i J B 

0 

11 

0 

1 

\0 

0 

11 / 


2 2 1 


v > 

2 . 0 ^(x/x, sdx ) = —(x, . 9 /sJx ) = — (x, ,a/(lx ))= — A 2 (x, x ) => — X 2 2:0 (las igualda- 
des anteriores son ciertas si k es un autovalor real de x + 0 ). 

3. ?,=(1,2,2, -l),e 2 = (2,3, -3,2), e 3 = (2, -1, - 1, -2). 

4. -1/2J3. 

6. ||TT||=x/3 ; Xj-y^-z^O. 
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7. 

8 . 

9. 

10 . 
11 . 

12. 

14. 

15. 

16. 

17. 

18. 

19. 

20 . 
21 . 

23. 

24. 
28. 
30. 


Simetria con respecto a la recta x— —y — z. 

Wi = {(x, y, z)eR 3 /x = y = z} ; W 2 = {(x, y, z)eR 3 /y = 0}- 

T-=V 4 8 \ 


n> V 

P(v) = (2, 0, 0). 

Si es autoadjunta. No es ortogonal 

1 ( 5- y / S \ 

Giro de centro — I r- I 


= -1/7* 


K7< 


10-475 Vs- 375. 


0 -l\/x 


4* 

y de angulo de giro <p con cos = sen <p 


/'V - 1 °A y) 

2/3 \ / 1/3 -2/3 -2/3 
2/3 + -2/3 1/3 -2/3 

2/3 / 1-2/3 -2/3 1/3 


a) y' = 0 +- 


4 -1 


2 -1 


6) Simetria deslizante. 


a) Para todo A>2. 6) Para ningun X. 


Forma canonica 4yl + 4y 2 ~ 2y3 en * a 1,356 u i — /z 1 1 ’ 2 )> u 2 /rr-( 2 ’ 


«3 = — t=(-2, 1, !)• 

vK 

Parabola; forma canonica 25X 2 = — >/875 Y. 

Centro 0, eje principal 4x = 3y. 

Hiperboloide de dos hojas; 25z 2 — 5x 2 — 5y 2 = 1. 

/ 1 1 \ 


2X 1 + F 2 — Z 2 ; y = 


V2 72 

1 1 

72 ”72 


a = b — 2, a> —2. 
a ) x 2 + y 2 — (a 2 + P 2 )z 2 — 2aaz = a 2 . 
c) 1. 3x — y + 1 = 0. 2. x — y + 2 = 0. 
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31. arccos — 

■fi 

(x’\ /1\ /0 — 1 \/x 

31 (yj“W + (i oj(y 

/x'\ /1\ /0 l\/x\ 


giro de 90° alrededor del punto I - 


0/ VI 0 \y 


: simetria deslizante respecto a la recta x — y= 1/2, con 


vector de traslacion | . 

V 2 V 

36. P(u 3 )= -u 2 /2. 

37. I) No es defmida. II) Defmida positiva. III) Semidefinida positiva. 

I 0 

38. Simetria deslizante; plano de simetria x— y=l; vector de traslacion P = 0 

\ 1 


39. Hiperbola; 


= 1; eje focal 2x — y=l/15. 




es la matriz del cambio; esto es, 


x' = 2x + yj 

y'=x-y J 
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